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Avant Propos 


Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 32", année 
secondaire, section Mathématique, applicable à partir de l'année scolaire 
2006-2007. 


Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent 
être parfaitement connus avant toute chose. Mais il ne saurait suffire. 
Combien d'élèves a-t-on vu qui malgré une bonne maîtrise de leurs cours, ne 
parvenaient méme pas à démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils 
manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c'est le 
savoir sans le savoir — faire : ca ne sert à rien.Cet ouvrage est par conséquent 
nécessaire pendant l'année scolaire afin d'assimiler utilement le cours en vue 
des exercices, et à plus forte raison indispensable dans la perspective de la 
préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac. 


Ce livre est un véritable outil de travail : 

> Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré 
d'application directes pour surmonter les difficultés du cours. 

> Les réflexes : La plupart des élèves bloque souvent sur les mêmes 
difficultés, connaître les astuces et les réflexes qui les débloquent 
améliorera leur compétence. 

» Des exercices groupés par thémes et par ordre de difficulté croissante. 

> Des problèmes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans 
des contextes mathématiques ou en rapport avec l'environnement et ce en 
conformité avec les objectifs du nouveau programme. 

» Tous les exercices et les problémes sont corrigés intégralement et 

commenté dans un langage simple et rigoureux. 

© Une règle d'or : 

Attachez vous à résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter même 
le "petit coup d'œil" ). Si au bout de 10 minutes vous n'y parvenez pas, lisez la 
solution puis refaites l'exercice quelques jours aprés, pour voir si vous avez 
vraiment compris. 

Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d'acquérir les bons 
réflexes, ceux qui vous donnerez l'aisance nécessaire pour aborder, avec 
confiance et sérénité, les devoirs de mathématiques. 


Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du 
bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera 
sans peine les destinataires : « De méme que apprendre à ,nager , il faut se 
mettre à l'eau , pour savoir résoudre des problémes , il faut en résoudre ». 
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Produit scalaire Résumé de cours 


Kn Chapitre I 
Produit scalaire dans le plan 














8! 





W Définitions 


> > > > 

1) On appelle produit scalaire de u et v et on note u. v le réel défini par 
=> > > > > > 

5 u.v=0si v=0ouu=0. 


*u.v = ОА. ОН avc u = ОА, у = OB | 
et H le projeté orthogonal de B sur (OA) | 


s — 


Du. v -ОА .OB= OA .ОВ cos АОС v = O etu # 0 
> 2 


> > > > 
etu.v=0 siv-20ouu-0 
E Propriétés Algébriques 


=> > E 
Soit и, v et w sont trois vecteurs, les réels œa et D Soit 
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B Théorème de la médiane: 
Ï le milieu de [BC] on a pour tout point A du plan : ^ 


BC? 
* AB? + AC? =2AË + 5 | 
* АВ? - АС? = 2ВС. ЈА = 2BC..H ` Ч 


в 

















LL 


[U.V] = [U=] v| €» U et V sont colineaires 











avec H le projeté orthogonal de A sur (BC) 
M Propriété : Pour tout point A, B, C on a : АВ-(АС-СВ) 


AB -(АС-СВУ = AC? +СВ? -2AC.BC | 
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ps obtient alors | AB? = AC? +CB? -2AC.BC cos ACB) Formule d'El Kascht 


W Propriétés analytiques : Dans un repère orthonormal [° ыг i) on 















cère ilr о 
considère u Ё ev y ona: 
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E 
0 est orthogonal à tout vecteur 


> -> M 
= ' t 
Uu. V = XX + yy u 





























-» 


ul ve xx'+ yy'=0 








La distance d'un point A(xo, yo) à une droite A d'équation 
lax + бу + d 


Réflexes 
a) On utilise АВ АС| cosB À C 
b) On utilise AB. AH avec H projeté L de C 


Calculer le produit scalaire | SY! (AB) (on peut projeté seulement soit sur 


de deux vecteurs AB. AC (AB) ой sur LACH 
c) AB. AC7xx'* yy 


d) On utilise la relation de Chasles et les 
propriétés du produit scalaire 


Démontrer l'orthogonalité | On démontre que leur produit scalaire est nul 
de deux vecteurs 


а) On écrit AB? = AB. AB 
b) Mesure de la médiatrice (théorème de la 
médiane) 






a x + by + c = 0 est le réel 










Réflexes : 
Situations 


























Calculer une distance AB 

















1) On applique la formule 
AB.AC- AB.AC cos АВС 


pour calculer cos ABC 


Calculer un angle B À C 








Produit scalaire 


Déterminer une ligne de 
niveau des applications 


MP MA.MB 
MISMA? - MP? 
MISMA? -MB? 


Msi 2 aveck)0 
MB , 


Mico MA? +B MB? 
(a +В = 0) 


Résumé de cours 


transformer les expressions à l'aide de la 
relation de Chasles (En faisant intervenir le 
milieu [AB] et se référer aux théorèmes de 
cours. 


*Si k = 1 alors l'ensemble est 
la médiatrice [AB] 
*Si k z1alors l'ensemble est le cercle Stu] 


tel que I et J sont les barycentres respectives 
de ((A, 1),(B, -k)) et( (A, 1) (В, k)}. 


Transformer l’expression à l’aide de la 
relation de Chasles. (En faisant intervenir G et 
G' les barycentres respectives de 


{(А,о) ; (B,B)} et {(A, a) ; (B,-B) 





Produit scalaire Enoncés 


ENONCES 








QCM 
Indiquer la bonne réponse par a, b ou c en justifiant votre réponse. 
1) A et B deux points du plan tel que AB = 2 


Soit M un point de (AB) vérifiant AM.AB =-4 alors 
a) Me[AB] 5) Me[BA)-[BA] c) Me[AB)-[AB] 
2) ABCD est un carré de centre O de cote 1 cm. Alors OB.OD est égal à: 


1 1 
ze b 0 223 
a) _ ) c) J 


3) ABC un triangle tel que AB =2 et AC=4 et BA C= 


ke 


alors AB. AC est égal à : a) 8 b) 42 c) 


4) a et b deux vecteurs orthogonaux de normes respectives 2 et 1 
Qa- b) est égal à: a) 15 b) 0 c) 17 


5) u? =V? si et seulement si: 


a) u-v b) u-v ou u--v c) ut v.Lu-v 


Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 


1) Si uet v sont colinéaires alors u. ch | lv | 


2) Si u.v=0 alors u=0 ou v=0 
3) A, B et C sont trois points distincts. Si AB. AC 0 alors les droites 
(AB) et (AC) sont perpendiculaires. 
4) Si u. v-u.w alors vow 
] 


6) A, B, C trois points distincts. АВ? +АС=ВС? © АВ.АС-0 
Vrai - Faux 
ABCD un rectangle tel que AB = 5 et BC = 3 et ABE un triangle 
équilatéral extérieur à ABCD, I est le milieu de [AB] 
Indiquer si les propositions suivantes sont vraies au fausses et justifie 
votre réponse. 


2 


u 


v 








5) u. ЖИДЕ 
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a) AB. AI- AB.AE- > b) DB.AD=-3./34 





c) cosBDE=Â2 d) EI.DC=0 


QCM 

Indiquer la réponse exacte par a, b oà c 
ABC est un triangle équilatéral de côte 4. Ï le milieu de [AC] et H le 
milieu de : [BC] et D le projeté orthogonal de Ï sur (AH). 


1) a) DC.AB=0 b) DB.DC=0 c) AD.BH=0 
2) a) AB.AÏ=AHXAD b) АВ.АГ-8 с) АВ.А1-4 


¿= ЭД p | 
3) Dans un repère orthonormé, | ` e ; 
a) АВ.АС=6 b) BC-26 c) BC. AB-19 


V Dans chaque cas, choisir une méthode adaptée pour calculer AB.AC. 





A 2 HIB 


N Soit ABC un triangle équilatéral de côté a et soient I, J et K les milieux 
respectifs des côtés [BC] et [CA Jet [AB] et G est le centre de gravité du 


triangle ABC. Calculer les produits scalaires : BC.BA ; ; BC.BG ; BC.BI ; 


— — 


GB.GJ : GB.GC ; JB. KCen utilisant deux méthodes : 
1) L'une utilisant la définition par projection orthogonale. 
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REN 
u 


E y] 


У|.со80 . 


























DE D 27 Е: 
2) L'autre utilisant l'égalité u . v = 


\7, Soit Ï le milieu d'un segment [АС], J celui d'un segment [BD]. 
1) Démontrer l'égalité: АВ? + AD? + CD? + CB? ZAC? + BD? + 412. 
2) Enoncer le résultat géométrique qu'on en déduit en examinant le cas Ï = Ј. 


V Le triangle OAB est rectangle en O . Une droite D passant par A coupe 
la hauteur (OH) en M et le cercle de diamétre [AB] en N. 


—— — == — — -- 


Montrer que: AM. AN = AM AB = AO. AB = АО. 
Soit A et B deux points du plan : 
Montrer que pour tout point M du plan on а: 
МА.МВ- МА + МВ? - AB? 


Soit E=|M;MeP;telqueMA .MB=k;keIR| 
a)Déterminer l'ensemble E. 
b) Pour quelle valeur de k, E est le cercle de diamètre [AB] 


Ç Soit ABC un triangle équilatéral dont les côtés ont pour longueur a. 


a) Déterminer l'ensemble D, des points du plan tel que : AB.AM -8 


b) Déterminer l'ensemble D; des points du plan tels que : AC.AM SCH 


c) Que représente pour le triangle ABC le point d'intersection de D, et D; 


u ABC est un triangle rectangle en A tel que AB =3 et AC =4. 
P et Q désignent les projetés orthogonaux respectifs de Ï et J sur (BC) 


tel que: AI = 0,5 et AJ = 1,2 .Evaluer de deux façons BC. IJ. En déduire PQ. 


N 1) Exprimer la longueur de la médiane issue de À dans un triangle 
ABC en fonctions des longueurs a , b et c ,des cótés respectifs 
[BC]; [AC]et [AB]. 
2) Quelle relation doit lier a, b et c pour que les longueurs des trois 
médianes soient proportionnelles aux longueurs a , b et c ? 


d Les diagonales d'un quadrilatère convexe ABCD se coupent en un 
point intérieur O. On note R et 5 les orthocentres des triangles ЛОВ 
et COD . 


1) ProuverOS.BA - OA . OD - OB. OC. 
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2) Déduire que OS.BA -OR.CD. 
3) On note P et Q les centres de gravité des triangles AOD et BOC. 
Prouver que (PQ) et (RS) sont perpendiculaires. 


Soit A et B deux points du plan tels que AB= 5. Déterminer 
l'ensemble des points M dans chacun des cas : 


a) MA? - MB? =—5 b) MA? + MB? 2-4 
с) МА.МВ= + d) МА =3 MB 


N ABC un triangle et Ï le milieu de [AC]et G son centre 
de gravité. Trouver l'ensemble des points M tels que : 
a) EMA + MC- 6MB). MC «0 b)MA [MA + MB + MC)=0. 


3 
Soit A un point du plan et u un vecteur tels que 


l'ensemble des points M dans chacun des cas : 


Da) à AM =15 D) ш.АМ--3. 2)-3 su ANM 15 | 


ый 
ul = 5. Déterminer 














Soit A et B deux points du plan tels que AB = 5 
1) Soit G le barycentre de (A, 2) ;(B, 3). Montrer que : 
2МА? + 3MB? = 5MG? + 2GA? + 33GB2. 
2) Exprimer les vecteurs GA et GB en fonction de AB , puis 
les distances GA et GB en fonction de AB. 


3) En déduire que 2MA? + 3MB? = 5MG? + ÍAR . 


4) Déterminer et construire l'ensemble des points M tels que : 
2МА? +3MB?=50. 


Ç Soit ABC un triangle, on désigne par G son centre de gravité . 


1) Montrer que pour tout point M du plan on a : 
МА? + MB? + МС? = 3GM? + СА? + GB? + GC? . 
2) On suppose que AB=3 , AC = 5 et BC= 6. 
a) Calculer les médianes АА”, BB' et CC'. En déduire GA ; GB et GC. 
b) Soit E = (Mc P; MA? + MB? + MC? - К; ke IR}. 
Discuter suivant k l'ensemble E. 
с) Etudier les cas :k = 25 ; k = 1. 


Ç Soit A et B deux points donnés du plan P et Ï le point défini par 


AÏ +2BI = 0 et C un point de la perpendiculaire à la droite (AB) en L. 
On donne AB=3 et IC =2. 
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1) Construire les points A ; B ; I et C. 

2) a) Montrer que CA? + 2CB? =18. 
b) Déterminer l'ensemble 6 des points M e P tels que : 
MA. MB + MA. MC = 0. 


3) Montrer que partout Me P, МА? + 2МВ? - ЗМС? =18+6 MC. CI 
4) On considère A l'ensemble des points М de P tels que : 

MA? + 2MB? - ЗМС? = 42. 

a) Montrer que Aest une droite dont on précisera la direction. 

b) Montrer que Aest tangente 36 





Ç Soit ABC un triangle rectangle en A et H sa projection orthogonale sur 
(BC). Soit K et L la projection orthogonale de H sur (AC) respectivement 
sur [AB)et Ï le milieu de [BC]. 


1) Montrer que Aï.KL=1/(AB.AL-AC.AK) 


2) Traduire, par la produit scalaire, l'orthogonalité de (AH) et (BC) et en 
déduire que : AB.AH-AC.AH=0. 

3) Démontrer que (AT) et (KL) s sont de des droites s orthogonales, après avoir 
justifier les égalités : AB.AL=AB.AHetAC.AK=AC.AH. 


ABCD est un carré de côté a , Ï le milieu de [DC] et J de celui 
[BC].On se propose d'évaluer l'angle IAJ de mesure 0 par deux méthodes. 
=> lère méthode : 


1) Exprimer AI. Alen fonction de cos 0 et de a. 
2) Exprimer AI et AJ à l'aide des vecteurs AB et AD et donner une 


autre expression de Al. AJ. ^ в 
3) Еп déduire la valeur exacte de cos 0 
et une valeur approchées , à 10? prés par défaut de 0 · 
— 2éme méthode : 
1) Calculer АР, AP et I. et retrouver cos 0. 


NU soit 6 un cercle de diamétre [AB] , de centre O et de rayon a. Soit D 
la tangente au cercle Vau point A et soit M є D avec M z A. On appelle 
D’ l'autre droite passant par M et tangente au cercleGen un point noté N. 
1) Montrer que ОА.ОМ- ОМ.ОМ En déduire que (АМ) et (OM) sont 
perpendiculaires. On appelle H le point d'intersection de ces deux droites. 
2) Soit œ une mesure de l'angle AÔM. En exprimant OA.. OH de deux 
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manières différentes, calculer OH en fonction de a et œ. 


3) Que peut on dire des triangles OAM et OMN ? En déduire une mesure 
de MÔN , puis de NÔB . 


4) Soit K le projeté orthogonal de N sur (АВ). En exprimant ON OB de 
deux manières différents , calculer OK en fonction de a et de a. 

5) A quelle condition portant cos a-t-on OK- OH. 

6) On suppose que œ =60°. Vérifier que œ satisfait la condition de 5). 


Calculer en fonction de a, OH ‚ОМ et OK .ON . En déduire que (HK) 
et (ON) sont perpendiculaires. 


Soit ABC un triangle équilatéral de centre G et de coté 6cm,soit O =A*C. 

1) a) Montrer que pour tout Me P, MA? - MB! - MC? =3MG? +36. 

b) Déterminer et construire l'ensemble 
О0-1МєР/МА”-МВ * MC! = 45). 
2) Soit А -[MeP/GM.GC-6] 

Montrer que А est une droite que l'on construira. 
3) Le plan P est rapporté à un repère orthonormé (O,i, j) 

A(-3, 0) ; B(0,3,/3) ; C(3, 0) et M(x, y). 

a) Vérifier que le triangle ABC est équilatéral. 

b) Calculer les coordonnées de G. 

c) Ecrire une équation cartésienne de А et vérifier que А est tangente à C2 . 


NV Soit ABC un triangle équilatéral direct de coté a » 0. Soit D le point 
qui vérifie2DA -2DB-DC-0. 

1) Vérifier que BD=-2BA+BC. 

2) a) Déterminer ВА.ВС en fonction de a. 
b) Montrer (AB) parallële à (DC) et que BC.BD =0. construire alors D. 

3) Calculer les distances CD, BD et AD en fonction de a. 

4) Soit (M)=2MA?-2MB2-MC2 
a) Vérifier que f(C) =0. 
b) Exprimer f(M) en fonction de MD et de a. 
c) En déduire l'ensemble F des points M qui vérifie f(M) =0. 

5) Soit g(M)=2MC.DB+a?.Déterminer l'ensembleG=(MeP/g(M)=a?) 


6) Ï est le point d'intersection de F et G autre que C. Montrer que CDI 
est un triangle équilatéral. 
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С le cercle de diamètre [AB] de centre O.M un point de Ç distincts 
de A et B. On considère M; et M; images respectives de M par 


: Я T ,.. Е гү: 
les rotations des centres respectives A et B et Handle (direct). M' le milieu 


de [M; M;]. On cherche à démontrer que M 'appartient au cercle Ç et que 
(OM) et (OM'') sont perpendiculaires. 
a) Exprimer OM en fonction de AM et BM . 


b) Exprimer OM' en fonction de AM, et BM, . 
22-02 —TY 2 

c) Comparer |ом et low : 

d) Démontrer que OM.OM'=0. 


e) Conclure. 


Wi anc un triangle équilatéral et M , N , P sont des points tels que : 
M est le barycentre de (A , 2) (B, 1), Nest le barycentre de (B , 2) (С, 1) 
et P est le barycentre de (C, 2) (A , 1) 
1) Construire M , N et P. 
2) Calculer AB. MP. En déduire MP en fonction du cóte a du triangle 


équilatéral ABC. 

3) Démontrer que le triangle MNP est équilatéral. 

4) Quelle est la nature du quadrilatére MGCP. Si G est le centre de 
gravité de triangle ABC ? 

5) a) Si S est l'aire de ABC et S, est l'aire de MNP. 
Déterminer une relation entre S, et S. 
b) On recommence la construction précédente à partir de MNP. 
On note S;l'aire du triangle obtenir et ainsi de suite. 
Quelle est la nature de la suite (S,) ainsi obtenue ? 
Exprimer S, en fonction de S. 
c) Combien de fois faut il effectuer de construction pour obtenir un triangle 
tel que le rapport de son aire à celle de ABC soit inférieur à 107? 
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CORRIGES 


V 1) AM.AB=AM.AB=-4 саг Me (AB) 
donc AM et AB sont de sens contraires 


d’où Me [BA)-[AB] ainsi la réponse est H 


2)0-B*D => OB--OD d’où 0B.0D=-0D° =-( 72} 
ог BD-42 1-42 =- ainsi la réponse est 4 


3) AB.AC- AB.AC.cosBA C-4.2.cos A2 


donc la réponse est [b] 
4) On a a.b=0 et a|-2 et [6] -1 


alors Qa -by! = да? -4a .b-- b? =4x4+1=17 ainsi la réponse est [c] 


-2 -2 -2 -2 LIES - = - - 
Su =v <и -v =0 e (u-v). (u+v)=0 e (u-v) L(u+v) 
ainsi la bonne réponse est 


V 1) faux : contre exemple: u=-2valors u.v--2v.v--2v. 
2 = W= 23 -2 enean eds 
et  Ї Ї | || 2v 92v d'où ov 
2) faux : (AH) hauteur de triangle ABC 
АН.ВС-0 et AH z0 et BCz0 
3) vraie: АВ.АС=0 e» (AB).L (AC) d'aprés le théor&me de cours. 
4) faux : v- AB et w=IH et u-BC 
ABC est un triangle rectangle en B et (ЇН)! (BC) en H 


u.v=AB.BC=0 et u. w - IH.BC-0 I 
опа u.V=u.w et AB # IH V 
B C 
112 Le, “+ 


u 


29 4. v 








u 























- — 112 
5) vraie : [u+v у 
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1 
6) vraie : AB? + AC2 =BC? <> ABC est un triangle rectangle en A 
€» AB.LAC © AB. AC-0 





- 


22-11 E 
alnsi цэгт lu+v 


lu 


V 


2 2 
































Опа АВ = 5; BC=3 comme = A * B et ABE équilatéral alors (EI) 
hauteur de ABE 


D C 
a) Vraie : AB.AI- AB.AI-5x 1-2 
25 


АВ.АЕ-АВ. AIT = AB. AI AIT car Ï est le projeté orthogonal de E sur (AB) 
b) faux : DB.AD--DB.DA --DA.DA =-DA2 =-9 2-334 
A est le projeté EOS de B sur (AD) 


c) faux : l” angle I B D E est est aigu donc son cos B D E est strictement positif. 
d) Vraie : EL DC-EL.AB =0 car AB- DC (СЕЮ hauteur de ABE) 





1) AD.BH=0 саг (AD) L (BH) ainsi la réponse est 
2) RB. AI- AB.AL.cosz c 4x24 ainsi la réponse est [c] 


—— P 208 NE 
3) AC- AB-* BC d'où ad 2 Jetona AE! | 
d’où AB.AC=-3x(-4) +(-2)x3=12-6=6 ainsi la réponse est [a | 
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\3⁄9 АВ.АС=АВ.АС.соѕВАС=3х1х00120--5 
b) le projeté orthogonal de С sur (АВ) est Н tel que АН = 1 
АВ.АС-АВ.АН-2х(-1)--2 
c) Le projeté orthogonal de C sur (AB) est H alors AB.AC-AB.AH-3 2-6 
d) АВ.АС= АВ (АВ+Ар) =AB°+AB.AD-9+3x2xc0560°=9+34/3 
Méthode utilisant le projeté orthogonal : 








Calcul du produit scalaire BC.BA.a se projette orthogonalement en Ï sur 
la droite (BC) par définition: ВС.ВА = ВСВІ. 
Or BC =a et BI=3 d'ou BC PLS et par suite BC. BA = 22 








- Calcul du produit scalaire BC.BG A 
Gsepr ojette OHRIOBORAICIRERE en Ï sur la droite (BC) d'ou 

BC BG-BC BI-£ Е K I 

- Calcul du produit scalaire BC BI- BC BI-$.. B H C 


- Calcul du produit scalaire GB.GJ. 

Les vecteurs GB et GJ étant colinéaire, on obtient : GB.GJ - GB GJ. 
GB et GJ étant de sens contraires : GB Kerg -GB x GJ or BJA est un 
triangle rectangle en J donc : 

ВРТА AR o BP = AR AP =a- 22 322 d'ou BJ =Ë à 
Comme G est centre de gravité de ABC donc 


GJ = iBJ= B; GB = e BI- Жэ d'ou GB. GJ =- E La 


Par suite : GB.GJ =- 2 








ch, 


- Calcul du produit scalaire GB.GC : C se projette orthogonalement en J 
sur la droite (GB) D'ou GB.GC-GB.GJ (et l'on retrouve le calcul 
précédent) d'ou GB.GC =- - 

- Calcul du produit scalaire JB.KC 

Etant donné la position du centre de gravité sur une médiane, on а: 


JB- 3 GB et KC- u GC Ce qui permet de ramener au calcul 





précèdent ; en effet JB.KC= ов) ос)3 2GB.GC=2 2p ёр 32 
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Ы 
ul. 


-» => => 
vl.cos|u,v 


- Calcul de BC .BA Soit 0 = (BC. BA (ол): 0 


2) Méthode utilisant l'égalité u. v = 


























_T 

3 
nc TE 
et par suite : BC.BA = = 


- Calcul de ВС. BG Soit 6 (BC, BG (22); 0 =Z 














6 
Le calcul de BJ = СА d'ou ВС = 2 BJ = 4 d'ou 
EH Ба аа „эб Бе pac z 
BC.BG =| ‚соз an 28 (338 ВС Вб = 4 


- Calcul de BC. BI Soit 0-(ВС, BiJ(2x);0 -0 
ВС. BA = [BC]. ВА cos Z a^ 1- £ D'ou ВС.В!-|ВС|  -ах8-4 
- Calcul de GB.GJ soit 0 = (GB, ol л):0- 


ep » os] | соз х= P x 443 (:)--4 0Б.01--4. 
- Calcul de GB.GC soit 0=[|GB , GC (2x); ө=2л |бв|=|бС| 5 
2 
GB. GC- [GB]. klein „| 83| «(4-4 À 
GB. oC Joel | ЁС| .cos : | : J 4-4 
- Calcul de ЈВ.КС KC-JC' JB.KC=JB.JC' 
Soit ө= 08,26 )ол); ө= ES 


лер рео -(58) Hl tp BR ag 








V Par usage répété de la formule de la médiane on a : 
AB? + AD? =} BD? +2AF et CD? + CB? = 1вр» +2CJ2 


et dans le triangle ACJ ; AJ? + JC? 2 2JP +2 AC, 


On déduit de ces trois relations l'égalité : 
AB? + AD? + CD? + CB? = AC? + BD? + AU? 
1) Si Ï =J , autrement dit si le quadrilatère est un parallélogramme 
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on obtient : AB? + AD? + CD? + CB? = AC? + BD? 

On peut donc énoncer le résultat suivant : 

Un quadrilatère est un parallélogramme, si et seulement si : 
АВ? + АГ + CD? + CB? = AC? + BD? 


\87 + AM AN - AM [AB + BN)= AM. AB +AM BN 
orNe Can, donc AN.BN=0 et AN =a AM car A, Met N e D d'ou 
a AM. BN = Det par suite AM.BN = 0 donc АМ.АМ- ANM AB 
*AM.AB= [A0 + OM) AB -AO.AB+ OM.AB 

or OM = BOH et OH. AB=0doncOH.AB=0d'ou AM. AB = AO. AB. 
«АМ.АВ=АО.АВ=АО. (AG + Ов)-А©. + AO. OB. 
or AO.OB «0 саг О ) «бүлвр d'ou ou AM. AB = АО? 
d'ou la relation ANM . AN = AM. AB = AO. AB = AO? 


МА? + ME? - AB?=MA + ug us АВ | 











-MA + (MB - AB) [MB + AB) = MA + (MB ВА) (MB + AB) 
=MA + MA. (MB + AB) = MA. (MA + MB + AB)= MA (2MB) =2MA Ap 
E=M,MeP/MA.MB=k;keIR 

MA .MB =k c; МАГЫМВ”-АВ A 

<> MA? + МВ? - AB? = 2k <> MA? + MB? = 2k + АВ? 

<> 2MP + АВ = 2k + AB? avec I= А * B 
ОРИ 


518 cas: AB? 4k >0 <3 4k 5 - AB? эК»- Se 








d'ou MI= [AES _ VAB? x 4k 
4 F 


Donc M e au cercle de centre I et de rayon 


ХАВА D'ou E = 6 





ju 


2 


* те cas : AB?+4k<0< k < _ AP ; E= 


ж 39 cas: AB24+44k=0 5k —— m d'ou M-I donc Ё- m 


E est le cercle de diamètre [AB] si et seulement si : 
JAB? + 4k = АВ АВ? + 4k =AB? e 4k =0<> k =0 
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Autrement : E est le cercle de diamètre [AB] si et seulement si : 
МА LMB <> MA.MB =0 donc ça correspond bien au cas k=0 . 


di a) Soit H le projet orthogonal de M sur l'axe (AB) orienté de A vers B 
donc AB. AM = AB AH On cherche Sch l'ensemble des GE M tels que 


H vérifie АВ. АН- Së soit AH- € — c'est à dire AH- 
ТА 








Ainsi D, est la hauteur issue de С dans le tringle АВС. 

b) Soit de même K le projeté orthogonal de M 

sur l'axe (АС) orienté de À vers Ç: Я 

АС.АМ-4 s'écrit AC. AK =27. Soit АК = 2 -4 

7 AC SCH 

D; est alors la hauteur issue de B dans le triangle ABC. 
c) Le triangle ABC étant équilatéral, le point d' intersection O de D, et О» est 
l'orthocentre ou centre de gravité ou centre du cercle circonscrit au triangle. 


K 07 
BC. IÍ =(BA + AC). (IA + AJ] : 
-ВА ЈА + BA. AJ + AC.IA + AC. AJ 
=1,5+0+0+4,8=6,3. 


— Aŭ jJ C 


etBC.IJ=BC. (P+ PQ +QI)=BC BC.IP+BC.PQ + BC. QJ 
=0+BCxPQ+0=BCxPQ.or ВС?-ВА2-АС2-9-16-25 
6,3 


, _ 6,3 _ ЕЕ 
d'ou РО === = =1,26. 








N Le pied A' de la médiane issue de A dans le triangle ABC est le point 


tel que AA'= i (AB + AC) et en élevant au carré scalaire : 





АА? = à (aB: +AC2+2AB. AC) D'autre part 


BC? = (c _ AB] = AC? + AB? - 2АС. AB .On obtient ainsi une expression du 
produit scalaire AB.AC- 1 (aC + АВ? – BC2), qu'on reporte dans, 


l'écriture de АА”? pour obtenir АА?=1 (212 + 2—2 – a?) 


Le relation de proportionnalité (plus simple entre les carrés) 
AA" _ BB”? CC? 

a? 12 c? ` 
Soit 2b2+ 20 — a? _ 2а? + 22 -b _ 2b2 ын SE 





s'écrit donc: 
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Le plus simple est d'écrire que ces rapports sont égaux au rapport de la 
somme des numérateurs à la somme des dénominateurs, qui vaut 
simplement 3. On en déduit les relations: 

2b? + 202 — а? =3c? ; 2a? + 2c? – b? = 3b? ; 2b? + 2a? – c? = 3a2. 

Ces trois relations sont équivalentes à 2b? = а? 4 c? . 


3 1) S est caractérisé par les deux relations : 


CS.OD=0 ou encore CS.OB=0 Dë OC =0 ou encore DS.OA = 0 
ona:CS OB =0 exco - 0$). 08-05 CÓ. OB. OS. OB - 0 

< 08.0B = - CO.O0B - OC.OB c р 
donc la première relation s'écrit :08.ОВ8-0С.ОВ 

de même la seconde s'écrit : OS.OA =OD.OA 

En retranchant membre à membre les égalités trouvées, 
on obtient bienla relation OS j (бА - | OA.OD -OB.OD 22 
d'ouOS.BA = OA .OD - OB.OC x S 

2) On démontre de même la relation : OR .CD -OD.OA -ОС.ОВ ; des 
deux relations établies, on déduit : OS.BA-OR.CD 
P est le centre de gravité du triangle AOD donc OP =£ OA' avec 








A'=A*D. Or OA'=1 (OX + OD) d'ou ОР = ЦОХ +05) 
De même Q est le centre de gravité du triangle COB, donc 


OQ = 1 1 (oB + oc) les deux relations entraînent par soustraction : 





PQ - 1 (5 +ОС- ОА – O5}et par conséquent : 





PQ.RS=1(0B+0C-0A-0D).(08-0R)=1(aB+DC).(08-0R). 


-1[48.08 OS- AB.OR + DC. OS- DC. OR 





= -ТАВ.ОК +10С.08+1 ЦАВ, OS -DC.OR) 


ог AR OR =0 par définition de R. DC.OS=0 par définition de S. 
AB.OS -DC.OR =0 d’après b),donc PQ .RS=0et par suite les droites 
(PQ) et (RS) sont donc bien perpendiculaires. 


NI 14⁄4 Appelons E, l'ensemble des points cherchés et Ï le milieu de [AB]. 


Pour tout point M du plan : MA? - MB? = 2IM.AB 
21 


Produit Scalaire 


Solutions 





Si l'on oriente (AB) telle que AB=5 alors, Н étant le projeté orthogonal de 
M sur (AB), MA? - MB? = 5 si et seulement 81: 


2IM.AB = 21H. AB = -5 c'est à dire IH = Ө ушл ы О се8 L. 
АВ 10 2 





L'ensemble Е, est la droite orthogonale 


à (AB) menée par H défini sur (AB) par IH - - 1 


El 











F S= uka SE ftp 
b) Soit E; l'ensemble cherchée Pour tout point M du plan 
MA? + MB? = 2]М? + 1 574P alors MA? + MB? = —4 si et seulement si 
25 
2MP + LAB? =-4c' est à dire MP = —2 23 or -2 | «040пс E: =Ø. 
c) Soit E; l'ensemble cherchée. Pour tout point M du plan 
MA.MB=MP-1 AB? alors МА.МВ--2 
si et seulement si: МР - ТАВ? 286) 
А B 
c'est à dire MP -1 АВ? ~ 5 =4 d'ou MI=2 


L'ensemble E; est le cercle de centre I et de rayon 2. 


d) Soit oit E, l'ensemble cherché : MA  3MB <> MA? - 9MB? = 0 


< (MA - MB). (MA + 3MB J= 0 Soit G le barycentre des points pondérées 
(A, Let (B. -3). G le barycentre des *s points po! pondérées (A, Det (B,3) 
(MG + GA -3MG -3GB |.IMG' + G'A - 3MG' -3G'B/=0 

or GA -3GB = 0 et G'A + 3G'B = 0 d'ou (2 MG). u мо) 

> -8MG.MG' Det par suite MG. MO = 0 d'ou MG 1 MG' donc M € au 
cercle de diamètre [GG']. Et par suite E, est le cercle de diamètre [GG'] 





/ a) I-A*C donc MA +MC= 2MI 

ЗМА + ЗМС - MB). MC =0 < 6 (Mi - MB). MC 20 e 6BI. MC -0 
ou encore BI. MC - 0. L'ensemble cherché est par conséquent la droite 
passant par C et perpendiculaire à (BI). 

b) G étant le centre de gravité du triangle ABC signifie que: 

МА +MB+MC-3MG < MA.MG = 0 6 МА 1 MG 
L'ensemble cherché est le cercle de diamétre [AG] 


Ç 1) a) Notons D, l'ensemble recherché. 
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Solutions 


Soit B le point du plan tel que u=ABorientons la droite (AB) telle 


que AB] =5. Pour tout point M du plan, appelons H le projeté orthogonal 





de M sur (AB). ч АМ =АВ.АМ =15 c'est à dire АВАН = 15 d’ou 
AH => =13 —3. Donc D; est la droite orthogonal à (AB) et menée par H 
défini sur (AB) par AH =3 

2) Notons D; l'ensemble recherché u. AM = ES < АВ Я АМ = -3 c'est à dire 


1 


S. re: 1 
2 Se 2 Donc D; est la droite orthogonale à 
(AB)et menée par H défini sur (AB) par AH- = 

3) -3«u AM<15 = -S «AB. AR x15 


c'est à dire 2 <AB.AH<15 d'ou 1 < AH «3. 


L'ensemble recherché est la partie du plan comprise entre les droites D, et 
Р» (droites incluses). 


=>:  —22 --- --ү --- — 
1) 2MA? + 3MB? = 2МА -3МВ =2 (MG + GA] +3 (MG + GB} 
2 — > => 2 — 2 — — —2 
-2MG +4МС.СА +2GA +3MG +6MG.GB + 3GB 
— —[(— --“- —2  —2 
=5MG +2MG (2GA+3GB)+ 2GA +3GB 


— 2 0 0--92 —2 — — э 
=5МС +2GA +3GB car 2GA+3GB = 0 (définition du barycentre). 
D'ou 2МА? + 3MB? = 5MG? + 2GA? + 3GB?. 





on à : 2GA + 3GB = 0 d'ou 2GA43GA43AB = 0 
c'est à dire 5GA + 3AB = 0 d'ou GA =— AB de même GB = 2 AB 
On obtient alors en termes de distances, GA = ЗАВ et GB =2AB | 
3) 2MA? + 3MB2 -5MG? +2 Вавјчз лв) 
== 2 18 2. 2 2 2 30 2 
5MG? + 55 AB H$ AB 5MG +55 AB". 


Donc pour tout point М du plan : 2MA? + 3MB? = 5MG? + SAB, 
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4)2MA2+ 3MB? = 50 <> 5MG? + SAB =50 c'est à dire 


5МО? = 50 Dap = 50 -6X23 20 donc MG?=4 MG -2 


donc l'ensemble cherché est le cercle de centre G et de rayon 2. 





Nç — 2 —2 ——2 
1) MA? + MB? + МС? = MA +MB +MC 


=(MG+GA) + (MG + GB) +(MG + GC) 





=MG: + GA? + 2MG . GA + MG? + GB? 2MG . GB MG? + GC? + 2MG . GC 
=3MG? + GA? + GB? + GC? + 2MG (СА + GB + GC) 
v D  T=—NoÓ 
9 
=3MG? + GA? + GB? + GC?. 
2) a) AB =3 ;AC=5 ;BC= 6. 


АВ? + АС?-2АА2--В avec A*=B*C. 





2АА"-АВ2-АС?-В-9425-18-16Фой AA? = 8c» АА'= 8 =2\/2. 
BA? + BC? =2ВВ° + АС 

2-1 | 7 з АС) Ц _ 25\_ 65 Ô ‚_ 165 
BB BA? + BC J 2 9+36 GL 1 d'ou ВВ 2 
CA? + CB? = 2CC* + АВ? & CC2= 1 САР cB- AB) 
ecce (5-36- o). 113 d'ou CC-372 et AG=2 an= AD, 
CG=2CC'=VYtl2 et BG=2BB'= ш 


b) E= Ме MS enis Mes a :keIR} 
MA? + MB? + MC? =k > 3MG? + GA? + GB? + GC? =k 


3MG? + 42 ++ +12 =k 3MG2 +2 =k 


vn AMC? =k a. 2—20 <> МС2= d 
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* ёте сав: 3k 70» eck 20 MG Ae — МО = 270 


donc M e аш cercle 6 de centre G et de rayon XR d'ou E = de SK70 быт) 


* 2ème cas : 3k -70<0 —k «2 MG? -3k m impossible donc E=J. 
Р 3ème cas: 3k-70=0 > k =10, МС? =0<— M =G d'ou E = {G} 


c) k = 25: 25 Hl donc E = 7 ts 1: 1442 donc E-9. 
3 


T D АГ-281-0 AÏ +2BA 42AI- 


«ЗА]+ ВА = 0 < AÏ =-2BA ФАЇ = 


2) a) CA? + 2CB? =18. 
on a ACT est rectangle en Ï donc АС? CP + АР =4 +4 = 8 
on a СІВ est rectangle еп І donc СВ? = CP + IB?24 + 1 = 5 
CA? - 2CB? =8+5х2 =18. 


b) MA. MB«MA..MC-0 MA. (MB + MC MC 
Soit I = B * C. 
МАМВ--МС) -MAÍMI + 1B+ Mi + IĊ]=0 
—MADMI)=0 <> MA. Mi=0 
Donc l'ensemble Cest le cercle de diamètre [AT]. 
3) MA?  2MB? -3MC? - МА 42MB -3MC 
=(MC + CA) «2 (MC+CB) -3MC' 


—À 


AB 


hs o 











-МС «CA +2МС.СА+2МС «2CB -4МССВ - ЗМС 
= CA? + 2CB? + 2MC. (CA + 2СВ) 











= 18 + 2MC. (СА «2CB)- 18 + 2MC. (ci + CA + 2CI + 2 IB) 
=18 + MC. Ci C + 2B = 0) 


4) а) MA?  2MB? - ЗМС? = 42 «18 + 6МС.С1=42 
«6MC.CI 224 & MC. CI - 4. 
Soit H le projeté orthogonal de M sur (CD; HC.CI-4 
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. > CI > ) = 
Soit 1 Td avec | Ï, 3 est un repère pour la droite(IC) donc CI = —2 et 
cil 


par suite НС--2Фон CH =2.Бопс Лем la droite passant par H 
et Là(CD. b)He É et (CH)LA donc À cst tangente en H à 6 
c 


S I= B*C donc ai=} 


AÏ.KL=1(aB + AC) (AL - AK) 


(AB + AC)ct KI, AL - AK 





ALKL-1(AB. AL«AC. AL-AB. AK - AC. AK) 
A L B 


Or AC. AT. . AL-O0 , car les droites (AB) et (AC) sont orthogonales. 
De méme AB | АК-0 donc AÏ . КГ-ЦАВ . AL- AC : AK] 








2)АН.ВС=0 ;оп décompose ВС=АС-АВ d'ou АН. (АС _ AB)= 0 

c AH.AC - AH. AB =0ouencore АВ.АН-АС.АН-0. 

3) AB. AL- AB (AH + HL )= AB. AH+AB. HL or (AB) et (HL) sont 
а А donc AB.HL=0 d'ou AB. AL- AB. AH Dem méme ` 


—— —— — — — —  — — 


s 1 —— “---“ш — - 


donc AB.AL-AC.AK=AB.AH- AC. AH=0. Par conséquent ALKL- 0, 
ce qui signifie que les droites (AT) et (KL) sont orthogonales. 


М ыг méthode : 


A]. AJ -AIx AJxcos (АЈ). Or АІ= АЈ= a d'ou AÏ. АЈ=522х созё (1) 





2) AL AJ - (AD Di) (Ав. BJ) AD. AB «AD. BJ4DI. AB «DI. BJ. 
Or AD. AB - DI. BJ - 0et AD- BCet AB = DC 
=> => — (4 — — => —2 ——2 
d'ou AÏ.AJ = AD Dech, 2DC.AB = ЗА + inc | 
-1 2 + 1 DÉ 2 1492 2 
АР" + 7АВ 28 +a2 )= a2 (2) 


3) De (1) et (2) , il vient cos0 = S d'ou 0 36,862 


* gème 


méthode : 





1)Ona AL= А1=®Ў5 et = 22 (1) D'ou АР-АР-28 DS, 
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D'autre part I? = i = (ІА + 2 = IA AAT + 2IA . AJ 


= JA? + AJ? - ДА . AJ -3a*, 2 x Мах Sa. cos0 
4 ro 2 
5,5 GE 
=a S a cos0 (2). D'aprës (1) et (2) on trouve соё = 2— 2—5. 
942 





2 
NY OA.OM -OA.OA car A est le projeté orthogonal de M sur (OA). 
D'ou OA. .OM = OA? 2a? car A € 6 
ON OM = ON.ON (N est le projeté orthogonal de M sur (ОМ)) 
=ON?=a?* car N є 
Donc OA.OM = ON.OM Par suite OA.OM - ОМ. ОМ =0 
Ou encore ОМ. (GA - ON)=0 soit qui signifie Би (МА) 
2) OA . OH = OA. OH cosAÔH 
= OA . OH . cosAÔM = a. OH .соѕа 
D'autre part ; d’après la 1 ère question H 
est le projeté orthogonal de A sur (OH) 
donc OA .OH -OH.OH-OH' 
De deux égalités on tire ` OH =асоѕо 


3) AOM et OMN sont deux triangles rectangles 
avec le même hypoténuse et AO = NO 








donc ces triangles sont isométriques. On en déduit que 
MÓN = MÓA soit MÓN = a. De plus МОВ = АӦВ- (АОВ +MÔN) Soit 
МОВ =180° - 2a 
4) ON.OB -ON.OB cos NÓB -a?cos(1809— 2a ) = —a? сов20. 
d'autre part, K est le projeté de N sur (OB) alors ОМ.ОВ-ОК.ОВ 
d'ou a? |cos2a] =ОК .ОВ ou encore OK =a |соѕ20] 
5) опа: ОН =асоѕаег ОК =a |соѕ20) 
donc OH = OK < cosa- |соѕ20] < cosa = |2соѕ?а -I| 
224.1 
4 2 
d'ou cosa =|2соз^ z — | par suite OH = ОК. 


Si a = 60° alors cosu= et 
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(AN).L (OH) alors H est le projeté orthogonal de N sur (OH) donc 
OH.ON-OH.OH =OH? d'autre part, OK.ON -OK.OK = ОК2 
comme ОК=ОН , on en déduit que OH. ON = OK . ON 
ou encore OH.. ON - OK .ON=0 soit ON. (og -ОКЮ d'ou ОМ.КН-0 
Les droites (ON) et (KH) sont donc perpendiculaires. 








e 1) a) MA! - MB! * MC! = (MG * GAY * (MG - GBY * (MG +GC)? 
-3MG' - GA! - GB? - GC? -2MG.(GA * GB- GC)-3MG? +3GB° 
——ү——— 


0 


(АВС équilatéral et G centre de gravité donc СА = GB = СС) 





comme 0 =A * C =op=32 ane Ji -3V3 





et GB-ZBO- 348-245 ainsi MA? - MB! - MC? =3MG? +36 


b) MA? - MB? - MC? =45<>3MG? +36=45<> MG? 23e MG 743 
<> M appartient au cercle de centre G de rayon 43 . d'ou Q - d. 48) 
2) (Soit H le projeté orthogonal de M sur (GC) oriente de G vers C) 


=—==—==3. alors À est la 
GC 243 





Comme GC-24/3 et СН - 4/3 alors H=G*C 


3) a) AB= (x, x, +(у -у„)* 749 4 QA3y =6 et ВС=/3° + (303) =6 


AC=4V6" =6 -АВ-ВС-» ABC est un triangle équilatéral. 


—— 1 +x, + -3+ 








Produit Scalaire Solutions 








еу. = Ya +Уь+Ус E Soit G(0,43) 
S 3 


c) m et af 1 ies GM GC =6 ex3x-N3 (у-4/3)=6 


€»3x -J3y -3-0 ainsi la droite A estd'équation 3x -J3y-3-0 

-4343-3 6 

1) 2DA-2DB-DC-0 = X(DB-t BA)-2DB-(DB- BC) =0 
Soit 2BA-DB-BC=0 BD=-2BA +ВС 








TEN —43 -rayonde Ç donc À est tangente à О. 











2 


2)a) BA.BC=BA.BC cos A BC=a? cos => (ABC équilatéral) 








b) опа BD=-2BA +ВС où encore ВО-ВС--2ВА 
CD=-2BA d'où (CD)||((AB). 


СК À, ee асл not ré 2 
* BC.BD- BC. (2BA +BC)=-2BC.BA * BC' —2(7-)*a* -0 


* BC.BD=0 alors (BC) L (BD) 
par suite D appartient à la droite orthogonal à (BC) menée de B et à la 
parallèle à à (AB) menée de C. 


3)* CD=-2BA = CD-2BA -2a 
BDC rectangleen B <= BD? 
- DC? - BC? 243? .3? 233! < BD - 43a 


* DBA-DBC«BCA- 45.57 
FSG 








dans le triangle ABD опа: AD? =(AB+BD)? =(AB-DB)? 
=AB*+DB?*-2AB.DB=AB?*+DB?*-2AB.BD cos Z 


—3a? +a? -2../3 a? yen d'où AD-47a 
4) а) (С) = 2 CA? - 2 СВ? СС? = 222 - 24? = 0 
b) (M) -2MA' -2MB' - MC? -2(MD * DA)-2(MD +DB) MD+DC) 
29 
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=2MD2+2DA2+4MD .DA-2MD2-2DB2-4MD.DB-MD2-2MD.DC DC 
=-MD2+2DA2-2DB2-DC2+2MD.(2DA -2DB-DC) 
———ү--————4 


0 





=-Мр? +14а? -6a? -4a? =4a? -MD' 
c) КМ) = 0 4a? -MD2 =0<> MD? =4a* = MD=2a <> Me au cercle 





_ de centre "D" de rayon 2a. d'ou F EC da 
5) g(M)=a"  2MC.DB+a° -а S MC.DB=0<> MC L DB 
<> M appartient à la droite orthogonale à (BD) menée de C or (BC) L (BD) 
d'ou С = (ВС). 
6) Опа GNF= (1 ; C)} = DC-DI -2a alors DIC est un triangle 


isocele de base [TC] comme (OB) Là (IC) en B 
= B est le milieu de [IC]. Ainsi IB = BC = a soit IC = 2a 
Par suite DC = DI = IC = 2a soit DIC est équilatéral. 


Wi O =A * B alors 
МО=--(МА+МВ) (propriété du 
parallélogramme) 

Фой OM= (AM +BM) 
b) 
M'=M,*M, alors AM'== (AM, +AM,) 











dE 
2 





AO+OM'=— AM, + AM, +40 





OMi== AM, => AM, + OA ог OR--BA 


D'où OV AM +( LAM, + BA) -1 AM + EN. 
2 2 2 2 2 

















c) |ом| --(ам-вму et [Om = (лм: A BM; comme 

4 4 
, (V) -M, et r, , (М)=М, Alors AM-AM, et BM-BM, 
2 "3 


r 
(a E 
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Produit Scalaire Solutions 








et MBM, -МАМ,-2 раг вине OM] = (AM - BM? +2 AM.BM) 
or Me аьу donc AN BM -0 d’où 
od = (АМ +BM2)et of = (AM +BM2+2AM BM.) 


Comme AM, = AM et BM, = BM et (MA) 1 (MB) et (BM) L (BM,) 
Alors (MA)||(BM,) ог (AM,).L(AM) donc (ВМ, ) L (АМ, ) 


On conclut alors que low = (AM «вм2)-0М| 








d) OM.OM'= (AM + BM). (AM, +BM,) -1 (AM--BM).(AM, +BM,) 


AR +AM.BM, * BM.AM, + вм вм 
Lx "Rd ——— n — —uy 





4 


0 
=`[AM.BM, cost +BM.AM, сов0| => [AM.BM+BM.AM]=0 
e) OM.OM'=0 => OM L OM' 
ét [om] -|ОМ| -»ОМ-ОМ" = rayon du cercle => M'e ë 


z e 
1) AM = AB et BN=— BC et CP= CA PNN 
2)AB.MP = AB. (MA + AC-- CP) = AB.MA + AB.AC + AB.CP 4 
- AB. (2 BA) AB. AC AB.— CA AB' + AB.AC AME. e 











=! ap +2 AB.AC.cos = L AB! +L AB! =0 
3 3 3 3 3 
(АВ= АСсаг ABC équilatéral) 
* Dans le triangle rectangle AMP en M on a: МР? = AP - АМ? 
2 1 1 a 
МР? =(= а)? -(–а) =>a* = MP=— 
= ) S ) 3 Яо 


3) En utilisant El Kashi dans le triangle СРМ 





on obtient: PN? =CP? «CN? -2CP.CNcos- 


3] 


Produit Scalaire Solutions 





_ а 
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E 1 2 1 a Е 
=(—а) +(—а) -2(—a)(—a) === = РҸ ае тёте pour 
Ёо ) G ) = Je г : р 


КД 5 


ой encore MNP est un triangle équilatéral. - 


4) On a : (PM) L (AB)et (CG) L (AB) alors(PM)||(CG) deplusPM= 


MN= par suite MN=PN=MP= 


V3 


et ABC équilatéral et G son centre de gravité 


Y. 


Alors CG= 2 hauteur)= 2 AS а)= == (car la hauteur = № а) 
3 3 2 3 2 


Л 


а 
— alors PMGC est un parallélogramme. 
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5) a) ABC et MNP sont deux triangles équilatéraux alors la hauteur h de 


5 (PM)II(CG) et PM=CG= 


ABC est égale à S AB et la hauteur h, de MNP est égale à - МР 








: ABxh Md is А 2 
doù S 2 5 238208 3 
S MPxh, 43. , MP? а} 
= MP? (==) 
2 2 : fB 
УЗ me: 
b) L'aire 5, de triangle équilatéral et S, __2 =3 ainsi de suite on 
8, V3 MP, 
2 <р 
: 5 : 1 ЯВ” 
obtient -=3pour toutn e IN soit S, ,, E c'est le terme général d'une 


ni) 


1 ] 
suite géométrique de raison SE de 17 terme S; = S et S, ze ‚5 
5 1 5 1 
c) 3< 10*or S, =(=)"S Soit =" =(—)" 
) S а C) S (5) 


on utilise Ја calculatrice су (10° су -4,5.107 donc n>7 


il faut effectuer alors au moins 6 constructions. 
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Angles orientés Résumé de cours 














Chapitre II 
Angles orientés 








m Orientation du plan : 
Orienter le plan c'est choisir pour tous les cercles un même sens de rotation 


appelée « sens positif ». En général, on choisit comme sens (+) 
Positif le sens inverse des aiguilles d'une montre. N 
ш Arcs orientés : 

e Définition : On appelle arc orienté du cercle Ç 

un couple (A,B) de points de ¢ on note АВ 

* Longueur d'un arc du cercle : 

Soit A et B deux points d’un cercle 6 p 


SQ est une mesure en radian de l'angle АОВ alors la longueur 0 de l'arc 
AB est {= К.а Si R=1 alors {=a. 
IN 
e Si a est une mesure de l'arc AB alors – a est une mesure de l'arc bÀ 
On dit que BA est l'arc opposé de AB. 
e Définition : Soient A et B deux points du cercle trigonométrique 
on appelle mesure algébrique de l'arc orienté AB qu'on note 
mes AB tout réel de la forme a+2kn oü ke Z 
par convention mes АА  —2kz avec k e Z 


e Propriétés : б, le cercle trigonométrique 








x et y sont deux mesures d'un même arc orienté => x - y = 2 kr avec 


| ke Z.Notation x-y = 0(2x) onlitx - y est congru à 0 modulo 2x 





Quel que soit le nombre réel & et le point A de Ç E 
(1 existe un seul point M de Ç tel que & soit une mesure de AM 





Tout arc orienté de & possède une seule mesure dans [0, 2л[ 

A, B, C дес on a alors mes AB + mes BC = mes АС: (2x) Relation de 
Chasles сор 

mes АВ = -mes BA (2л) 


B Angles orientés de deux vecteurs non nuls : 
Deux vecteurs non nuls ; O,A et B trois points du plan tels que : 











E 23 -» 


OA = uet B= v 


É | 
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Angles orientés Résumé de cours 





A L'angle géométrique дов correspond deux angles orientés de vecteurs | 
distincts : (sv) = Оов) еї (va) = (ОВ,ОА) 
ш Mesure principale d'un angle orienté 


>> 
La valeur absolue de la mesure principale d'un angle oriente (u,v) ou encore 





int d ^ 
(OA,OB) est la mesure de l'angle géométrique АОВ positif si on tourne dans 
le sens positif négatif si non 

e La mesure principale d'un angle orienté est sa mesure qui appartient 

à l'intervalle Laal 

ш Mesure d'un angle orienté : 

* Un angle oriente de vecteurs à une infinité de mesures. 





>> 
e Si aest une mesure en rd de (u,v) alors toute autre mesure est de la forme 
a+2km avec k eZ 


e Notation : (us) a +2 kr =o [2x]. 


e Cas particulier 
Angle nul 












Angle droit 


Angle plat <> 


E Propriétés des angles orientés : 

















*A,B et C sont alignes si et seulement si (AB š AC)est nul ou plat si et 
seulement si (АВ, АС)- 0 (2x) ou z (21) 

e (AB).L (CD) si et seulement si (АВ, CD est droit si est seulement 

i (AB,CD/= € ou —Z 

si (АВ, CD)= 7 odes (Ол). 


— — 


e (AB)// (CD)si et seulement si (А8С0)- 0 ou x Ол) 


Relation de < Chasles > : (ss le Kuel (2x) 


doch (si) рл] 
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Angles orientés Résumé de cours 


(uv) (uv) + траје (+) 
eSi Sa (sv) = (sv) alors (s | 


*Toute translation et toute homothétie conserve l'angle orienté. 


N Angles inscrits — Angles au centre associés : 


A, 


9,0) « (S.A) 


x 


* L’angle (Ах ; Ay) est inscrit dans Ç 


— 
si et seulement si À € Ç et [Ax], [Ay] le même arc BC donc 


recoupe 2 
ou l'une est une tangente à Ç 


m Relation entre deux angles inscrits interceptant le même arc : 


• A et D appartiennent | А et D sont situés l'un (AT ,Ay) et (DA ,DB) inscrite et 
Au même arc CB (ou sur ВС ег l'autre sur interceptent le mèmearc ВА 
B 


CB alors alors (АТ ,Ay) =(DA ,DB) (2m) 
alors 


(АВ,АС) = (DB,DC)(27) 


etsi TAy estaigu alors 
(АТ ,Ay) «(DA DÉI + ax) 





(AB,AC) = (DB,DC) + л(2л) 











35 


Angles orientés Résumé de cours 


m Relation entre angles inscrits et angles au centre associés : 


OB,OC) = 2 (Ах Ay) (2n 


x 


(ОА,ОВ) = 2(AT,AY Wi 





ao 


B Lieux géométriques : 

* Soit Y- |M eP / [MA , MB) o + 2kx (k e Z)) 

a) Si a = 0 + 2kz alors y =(AB)\ [AB] 

b) Si a=7+2kn alors Y = АНГ. 

c) Si 440 et az x modulo (2л ) alors Y égale à АБА 

est l'arc du cercle situé dans le demi- plan de frontiëre (BA )ne contenant 
pas [AT)tel que la tangente (AT) à vérifie (AT,AB) =a+2kx 
* Construction de Ç : 
| - Tracer A la médiatrice de [AB]. 
- Construire la tangente (AT). Vérifions 

la relation (АТ : АВ)= a (2x) 

- Construire À la perpendiculaire à (AT) en A. 

- Le centre I du cercle est situé sur À A A' et le rayon est ТА. 





Angles orientés Enoncés 





ENONCES 


y Indiquer la bonne réponse par a, b où c et justifier votre réponse. 
1) ABCD est un carrée direct alors (BD,BA) est égal à : 


a) (AB,AD) Ы (DB,DC) о (AC,AB) 


,. =- 5 -— 2 = -~ 
2) Si (u,v) == Qn) et (v,w) = Ол) et (w,t) = Ол) alors (u,t) est congru à 


3 
a) 02x) b) x(2x) c) 5 (Ол) 
3) La mesure principale de l'angle (u,v) dont l'une de ces mesure est Es est 
dot lix 3л 
a) — b) =Â c) = 
7 7 7 


4) Si (v) ez Ол) alors une mesure de(v,-u)est 


T л D 
a) — +n b) —-x == 
) 3 ) 3 c) 3 


N pire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse. 
1) Si (u,-v) =a(2r) alors (vu) = x-a (2x) 

2) Si A, B, C sont trois points alignés alors (AB,AC) = 0(27) 

3) La mesure principale de l'angle plat est - л 


4) (u,v) = * Qm alors sa mesure principale est л 


Trouver les mesures principales des angles suivants : 
Jn.17n. 21 32л 5729:—25]? 


эз” т 6 
ABCD est un carré. Donner une mesure des angles orients suivants : 
> A > > > > => > > > в Ü c 
{оу |; E : (s.v | ax} (ww) Tu 
| D 


A 





2) (04,05) (an,Ac); [BGDA ). (ADBA) ; (ao,Bo]; ГХОВА) 


27 


Angles oríentés Enoncés 








\/ 1) A ,B,C,D et E sont tels que (AB, AC e Spa]; (AB, AB = 2? pz] 
et (АР,АЕ z [>x] .Démontrer que le triangle ACD est rectangle. 
2) A,B,C,D , et E sont tels que (AB AB)=-22/22]; (АБ, A5)= ER [2л] 


еї (55 ; AC) = SEN ,démontrer que les points A,C et E sont alignes. 


NU айе est l'hexagone régulier C = >B 
de centre O, de la figure ci contre. N 
Déterminer en radian, la mesure 
principale de chacun des angles К ^ 
suivants : \ Ee 2 








(OA , ОВ); (АО, АВ); (АВ, AF) pee 
(АВ,АС) et (CO, АР). 
N un triangle te] que : 
(АВ,АС) = Z (2) et (BA , BO) = - Z (27) 


1) Dessiner ABC et calculer (CA ,CB ). 
2) D un point vérifiant (AB А AD) SS (2x) Exprimer en fonction de ü les 
angles (AC , AD) et (BC, AD) 


A ,B,C, D et E sont des points du plan tel que AB = AC = 1, 
AD =2 et AE =3. 


Sachant que (ABAC) = 23222); (ACAD)= : Gei 





Qn) e 


(AB, AE)- -832 (2л). Montrer que A,D et E sont alignés calculer DE. 
2) Sachant que a , b , c. sont des mesures des angles orientés 

(AB,AC) ; (ACAD) et (AB, AE). Déterminer une relation entre 

a,b,c, pour que A,D.E soient alignes 

Que peut-on dire de DE dans le cas ой a,b,c vérifient la relation trouvé. 
\>/ ABCD est ип parallélogramme. 

1) Montrer que (DC,DA) + (AD,AB) =w (27) 
2) On suppose (АС) СВ). On pose Ï = A*B et J = B*C 

Montrer que (110) = (AB,AC) (2n) 
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Y б, ett, deux cercles sécants en A et B de centres O, et О» soit un point 


M, e£, - (A) et M, e ç, - (A) tel que (AM,, AM, )-(АО,АО, ](2)() 
1) On suppose que M, # B et M, z B. Montrer que B,M, et M, sont alignés. 
2) On suppose que M, = B (respectivement M; = B). Montrer que la droite 
(ВМ:) (respectivement (BM) est tangente à ¿Z (respectivement à Z, ) en B. 
NZ Soit ABC un triangle rectangle en A. Notons ; H le projeté orthogonal 
de a sur [BC] ; Ï le projeté orthogonal de H sur [AB] et J le projeté 
orthogonal de H sur [AC] et A' le milieu [BC]. 
Montrer que (17) est perpendiculaire à (AA'). 
Indication : écrire (7 ‚ АА') = (7 : IA) 4 (A 1 AJ) + САГ , AA' ) 
Soit ABC un triangle isocèle rectangle en A tel que 
(АБ , AC) = 2 (2n) et le point E e[BC] tel que BA = BE. 





1) Construire les points B' et E' tel que ABB' et AEE' soient 
deux triangles équilatéraux directs. 
2) Trouver la mesure principale des angles orientés suivants : 


(EA , EB) ; (BB' , BE), (EB , EB’) et (EA , EB) 
3 ) a) Trouver une mesure de EB', AE). 
b) En déduire que (EB')L(AE') et que BE-B'E'. 
NV un triangle isocéle de sommet principal C tel que : 
(АВАС) 20а). 
1) а) Construire АВС sachant que АВ = 4 ст. 
b) Trouver la mesure principale de l'angle (CA CB) : 
2) On construit à l'extérieur de ABC les carrés ACDE et CBFG dans 
le sens direct. 
a) Trouver la mesure principale de (cG DD). 
b) En déduire la nature du triangle CGD. 
Calculer (cG , СА) ; déduire la mesure principale de (Ac, AG). 
Soit Ala médiatrice de [AB] on pose Sa ( [CG ))- [CX ). 
Montrer que (CA, cx)» SC (л) en déduire que [CX)=|cp) 
et que Sa(G)=D. 
c) Trouver alors la mesure principale de (вс BD) ? 


Soit Ç un cercle, B et C deux points distincts дес et A un point 
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variable de distincts de B et C. Quel est le lieu géométrique décrit par H 
l'orthocentre du triangle ABC. 


Y Soit & le cercle circonscrit au triangle ABC et I un point de Í . 

1) Montrer que les projections orthogonales a, b, c de I sur (BC), (AC)et 
(AB)respectivement sont alignés. 

2) Soit la droite A passant par a et b: soit Q e tel que (AQ) paralléle à A. 
Montrer que І, a et Q sont alignés. | 

Deux cercles С et Z'sont sécants en A et В. M un point de с, distinct 
de A et de B Les droites (MA) et (MB) recoupent Z' respectivement en 
М? et еп N’. Montrer que la droite (M'N') est parallèle à la tangente en M 
au cercle с (on suppose M'# A et N'zB ) 


NY Dans un plan orienté on considére un triangle ABC et trois 
points E, Е, G appartiennent à [AB] : ЇВС | et [Ac]. 
C et Ó ' désignent respectivement les cercles circonscrit aux 
triangles EBF et CFG. 
1) On suppose que Í et Ó ' se coupent en fet f'. 
Montrer que (AE : AG) = (FE : FG) +z (2x) 
2) On suppose que б et ' sont tangents. Montrer en utilisant la tangente à 
Ç eté 'enfque: (АЕ, AG) = (FE,FG)+z (2л). 


Оп fera une figure pour chacune des deux questions. 


di Soit ABC un triangle équilatéral direct. ABD est un triangle 


équilatéral indirect. 
€ et € sont les arcs d'extrémités A et B (A et B exclus) du cercle 
circonscrit à ABC, et C € Ó |. 


E, et €; sont les arcs d'extrémités A et B (A et B exclus) du cercle 
circonscrit à ABD, et D € 3. 
Répondre par vrais ou faux en justifiant dans chaque cas votre réponse. 


1) &;еѕї l'ensemble des points M tels que (MA А MB)= x “+ (2x) 
2) €s est l’ensemble des points M tels que (MA : MB)= 5x id 
3) EU Eest l’ensemble des points M tels que (МА,МВ) = — ou — = (28) 


4) € 4 est l'ensemble des points M tels que : (MA : мв)= 2 23) 
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Ç Soit Ç etc ' deux cercles sécants en A et B, M et N deux points du 


cercle. Les droites (AM) et (BN) coupent respectivement" 
en M' et N'. Montrer que les droites (MN) et (мэх) sont parallëles. 


NU soie et Ç ' deux cercles sécants en Aet B, M e Ç 


(Mz AetMz B). La droite (AM) recoupe le cercle ' en N les 
tangentes respectivement aux cercles Ç etc ' en M et N se coupent en T. 
Montrer que (BM EN) = (TM, TN) (2л). 

Nu Ó et б 'deux cercles sécants en A et B de centres respectifsO etO' 
1) Soit Ala droite qui passe par B et recoupe en M et £ ‘en M'. Montrer 





que (АМ, АМ) = (АО, АО) +л(2л). 
2) Soit I un point fixe de Ç et ' de J tel que (Ai, A3)=z (2л), les droites (IM) 
et (JM') se coupent en P. Montrer que (IP ; IA) = (JP : ТА) (2x) . 


Wi (C) le cercle circonscrit au triangle ABC tel que (AB,AC) = [2л] 
317 


1) Construire le point D vérifiant l’angle (DB,DC) =— [2x] et la 


ula 


droite (DC) 4 (AB) 
2) Soit I Le point d' intersection de la droite (AB) et (DC) et J le milieu 
de [BC], montrer que la droite (IT) L (AD) 


A, B, Cet M quatre points distincts d'un cercle (2) tel que 
A € BC et MeCB ; Ai, B', C' sont les Projetés orthogonaux respectivement 


de M sur les droites (BC), (AC) et (AB). 
1) a) Montrer que AT. В', C, M appartiennent à une même cercle. 


b) En déduire que (B'A,B'M) = (АВ,АМ)(2л). 

2) a) Montrer que M, B', C', A appartiennent à un même cercle. 
b) En déduire que (B'M,B'C) = (AM,AB)Q). 

3) En déduire que AT, В', C' sont alignés. 


Win considère ABCD un carré de centre O tel que (AB,AD) = > [27] . 


Soit K le milieu du segment [DC] et soit @ le cercle circonscrit 
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au triangle AOB. 
1) a) Déterminer et construire P'ensemble E = (Me P;(MC,MD) = 2121) . 


b) Soit Ï le point de E tel que (CD,CD = s [27] . Montrer que le triangle 


CKI est équilatéral. Déduire la construction de I. 
2) a) Soit M un point de ф-{А,О,В} et M є AB. Montrer que ; 


(МА,МО)- -7 [27] 
b) Déterminer et construire l'ensemble ; 


ф'= (M e P;(MB,MD) =- z) 
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CORRIGES 





Ç 1) La réponse est [b] : (BD,BA) =7 (27) est (DB,DC) =7 (27) 





d’où (BD,BA) = (DB,DC)Ox) 


2) La réponse est [a : (u, t) = (u, v), w)t(w, Dietz Z. +2 pe (27) = 0(27) 


59m 56л 3л Зл 


3) La réponse est c =———+— =8л+— 
k EU. 7 


Зл 3л ge 
et - є [-л,л] donc Se est sa mesure principale 


4) La réponse est d: (v,-u) = (v,u) + x(27) = = + n(2x) 


Wi 1) Vrai: опа (u,-v) = о(2л) < (u,v)+z = a(2m) 


€» (u,v) = а-л(2л) donc (v, u) = —(u,v)(2m) = -а+л(2л) 
2) faux : contre exemple : A e [BC] > (AB,AC) = л(2л) 
3) faux : la mesure t appartient à ]-x,x] et -n £]— m,r] 


4) Vrai : (u, v) = = TE ол) =9 x (2л) = z(27) 


N/ SCH É Lux] donc A n'est pas une mesure principale et on 


remarque que 2 SC 3 TL + 27 donc la mesure principale de ZZ з T est 3 
x 177 _18H л. x = HEC T 

3 3 373 + 61 donc la mesure principale est 3 ` 
* 572? = 720? - 148? = 2 x 360? -148° donc la mesure principale est — 148? 
* - 251? = - 360? +109° donc la mesure principale est 109°. 


cM =a+2kx avec a est le mesure principale de E etkeZ ; 





cherchons К : on sait que —t«a <T 











a= жүн —2kz d'ou -r< = гд -2Кл«т 
Ou encore лэ“ БҮ2Кл2-л. Soit 2I 52кл2-10л 

| 21 — _ 43 E . —22nx _10x 
D'ou 597 k2 22 donc k=-1. Ainsi а= 11 +2х= 17 


43 


Angles orientés Solutions 
V, 1) H = - [27] : (x.w) = 2121 : E = 7 [27] ; 
> > " 3л >> 3 > > 
u,w | = ek Баран si gl 


2) (0A,0 OZ 2л]; (AD, АС)-2р z]; (BÈDA)==z[ 








(AD,BA) p ; (AO,BO) = 221] ; ын BA) = Aa] 


“7 yl р (AD, ACE (AD, АЕ)-АЕ, uL ГАВ, АС|рл| 


- ki + [2z), + Z x |= =s X [27] Donc (AD,AC)est droit par suite (AD)L(AC) 


ainsi ADC est un triangle rectangle en A. 
2) (AC, AE )= (АС , AD )+ (AD , AB )+ (AB , AE [2x] 
=з 4 zl 2x pa] =-л[2л] donc АС et АЕ sont colinéaires. 
Par suite (AC) //(AE) donc A, C et E alignés. 








La figure est formé de 6 triangles équilatéraux et ABCDEF dans le 
Sens direct , alors on a : 


Š OA, OB)-2 [2x], comme Zel-nx] il s'agit bien de la 
mesure principale de l'angle. 
* [A0,08)- (40,04). (OA, OB) [2л] = Zb 

2-2 3 21 |2 z | donc la mesure principale est — 1; 


+ (AB, 
2n 


=5 [2л d'ou la mesure principale est == 





AF )= [c ; АО|- (АО, АВ) а] =2 =L. [2x] 
Ён 
3 ` 
e Cherchons une mesure de (AB Я АС) ; (AC) est la bissectrice de l'angle 
(АВ 5 АО) Оп déduit alors que (aB, AC)= i (АВ , SO, 
Jabel = É [2x] donc la mesure principale est Z. 


6 
*OABC est un parallélogramme 


e CO — BA alors (co Я AE (BA, AF) рх) 
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-ВА,АВ) АВ, AF) a] =x+22 bk 5z px] 


or SR e| л, x] n'est pas la mesure principale comme 


3 


: ЭС -T 
par suite la mesure principale est = 











(BC, AD)= БС. i). Ex. АВ) a 


= ла (2x) = ES +0 (2л) 


х (АБ,АЕ)-1Ар,АС) (АС, AB ЦАВ, AE) (27) 
ES 1? ZA C232). 2 (2x) = з ол)» Car) E 4n -8 joz) 
z0 (2x) donc AD et AE sont colinéaires А qo DE 


et de méme sens par suite A,D et E sont alignes : 
DE = AE- AD= 1 


2) AD et AE sont colinéaires < (ADAEÉ)= kx S (AD J] AE) = 0(z) 








<>—b—a+c=0(z)< a+b =c (x) (AD , AC)+(AC, АВ) (АВ, AE) =0(=) 
1" cas: a+b=c P=] dans ce cas [AD)et [AE)sont confondues d'ou 
Ec [AD) ou encore DE = AE- AD - 1. 


2° cas: a+b= c m рл] dans ce cas [AD)et [AE] sont opposés 
alors DE = AE +AD = 3+2 = 5. 


\7 D (DC, РА): АБ, AB)= (DC, AD)+(AD, DA АР, АВ)ол] 
Бс АВ)+ (an DA [2т]ог DC= AB. A 1 


B 
ЧАВ,АВ) ЦАР, Ал|-арл| 5 
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2) Dans le triangle ABC on a : T =A * B et J = В“ C alors I Ü= ТАС 


5.16) Асс) ex) = (ЕС ,1С ) л) - (ex. 1) 


Comme ABC est rectangle en C et Ï = A* B alors 
IA=IB=IC donc ТАС est isocèle de sommet principal I d'ou 


(АТ, AC) = (CA, Ci] 2x) Or AI-lAB . Ainsi 
ір, vk СА, С1|рл|- (ai, AC) рх] = LAB, Ac) рл|-(АВ, АС) а] 


І) опа: 
(AM. , AM; e (AM. , BM. (вм , BM; | ВМ. , АМ: ол) 
-M.AM B) IBM: mc BM. Aal (2) 
Et aoi Ao; -(Х0:,0:0: ОО), AO; (2л) 
=lAO,,O; 5:6 [о ОО б, JH010,,A0; (2x) 
rer OO (6:0: , AO; J(2n) (3) Or 
(GA 00.) = 5(0,8,0,8) = (MA , MB) (269 








la mesure de l'angle inscrit est égal à i l'angle au centre. 
(0,0; 0,4) = 4(0,8,0,А) = (MB, MA) (27) G) 
жин (0,0,,0,A) Qx) 

(хо, X07) + (BM. , BM.) (x) 





Dou (AM,,AM,) = (0,4,0,0,) + 
=(0,4,0,A)+(BM, , BM;) (2x) = 





or (a AV) (0:80) к) ^ 2/7 07. 
Donc (BM DM. = 0 (2x) | «f| 10 e 
par suite B, М,, М, sont alignés. цэг / "s 
2) M; =B alors la 1 relation ion (1) s'écrit : š E e Р, 
(АВ, АМ: АМ:|-|АО!,АО: | (2x) кыы + 
La relation (2) donne : (АВ ,AMi AM; Ju (АВ : BM; )+ (BM;, бл) 


= (ВА, BM.) + (M B ‚ M.A) (21) 
Soit M' z B, M' est le 2°" point d'intersection de 
C, avec la tangene à Ç, en B 


La relation (4) s'écrit : (ОА : 06) м (вл , BM) (2x) 
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Et (5) s'écrit : (0,0, 0,0, O A) = (M.B B,M МА) (2x). 

(BA, BM; Je AB, AM: )- (M.B, M: n (2x) 

- (^0. , АО) - (0,0,,0,A) (2x 

-(А0,0.0,) (2x) 453 AO Ee (ВА, ВМ) 

D'ou (ВА, BM.) - (BA, ВМ) = 0 (2x) Par suite (ВМ , BM.) = 0 (2л) 
pm et М» sont alignées. On conclut que (BM3)est la tangente à Ó jen B . 
Même démonstration si l'on pose M; =B. 








C 


* ABC rectangle en A 
HJ) 1 (AC) et (НГ)1 (АВ) donc JHIA est un rectangle 


SEE l.) 

2 (3, AA')=2(1, A) (3, Хур Li. AA) 
or 2 (A, AJ AS =n et D, ГА) AI, AH) car AIHJ 
est un rectangle.ou encore 20, 1А)- doa АН) 
Par suite : 217, AA )=z+z+2(AJ, AA )л|-2(АТАА)рл| 

= ACB : СА) саг АСА! isocèle. = —2 = AH ; AC car AHC est rectangle. 








D'ou ДП, AA!) =2 (AB, AH)-2+2AH , AC) +r ра] 
= AABAC) Dal x Dal ou encore (0 > AA')= Sr] | 
On conclut que (0 ) (АА?) 

C 


NY y 


E 
I 
A B ([— — 
2) ABC est rectangle et isocèle en A donc BA, BC)==% (2) 


(GA. EB) = BA) ex) Car BA = BE oà ABE isocèle 


> 


(n) or 2 2TLe}-n,x] donc c'est la mesure principale . 
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4 (BE'BE)- (ВБУВА )- (BA BE) x) =#+ Баа) 


= 1205) c'est la mesure principale 

* On a BE = BA et BA = BB ' alors ВЕ = BB' donc E BB" isocèle 

de sommet principale B donc (ЕБ 3 EB)-1 T= BB' : BE) [2x] = Hn) 
qui est la mesure principale. 


* (EA , EB')= (EA j ЕВ)- (EB, ЕВ')(0л) =Z 12 4-1 (x) qui est une 





mesure principale. 
3) a) (EB, AE')= (EB, EB} (EB, ЕА): (ЕА AE )+ (AE, AE) Pal. 


=- Uz. 22 en >z] 25 [2л]. 


b) (EBAE) = T [2x] alors (EB')1(AE') comme AEE' est équilatéral 
alors (EB ') est la médiatrice de [E'A |.Donc В'А=В'Е' or ABB' équilatéral. 
On a alors АВ '=АВ d'ou В'Е'=АВ et comme AB = BE donc B'E' = BE. 


NY 1) a) b) (CA, mm эт-2 ДАВ, AC] ? Š 


E F 
(CA,CB) = 7 Qn Ek n Xu 





2) a) КЕЛ (ea. СБ)+ (CB, CA)+ (CA , cl ^ 


- E) a) x) ps] ара] арх]. 
b) On a CA = CB (ABC isocèle) ; ACDE carré alors icc CDet CBFG 
carré alors CB = CG donc CB = CG = CA = CD par suite on a : CG = CD 


Or (cG, CD)» 20x). Donc CGD est équilatéral. 








3) a) (СС, Sab (ca, CD )+(CD, СА)[л] = Z =Z+Z [r] = 27 рл 
On a : CA = CG alors ACG est isocèle de SS GE 
Donc 2 (AC ; AG) + (CG ; CA) = r+ 2kzx 





d'ou (AC ,AG) = х tga “СА Hx -2-25-єл = L ykz 
2172 2 12 12 
b) Sa (4)-8 et Sa (C)= Calors 55|СА)-1СВ) 
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donc S, (CA , CX) = (CB, CG) 

d'ou (CA ,CX)= (CB, CG (2x) =- 2 pa] et (GA, сБ)--20а| 
donc (CD, САНСА,СХ)-2-4-2|0л) et par suite 
(CD,CX)=0(2x) donc [CD)-[CX). 


D'ou A est la bissectrice du secteur | CG,CD | ог DCG est équilatéral 
donc Sa(G)=D. 


c) SA (BC : BD)= (ac | AG) alors (вс , BD)= - (АС A АС)0я) 
et par suite (вс, BD)= =E Lx] 


No, a (НС) 1 (AB) et (АН) 1 (BC) 


alors (HC Е ВА) = Ï леі (НА , BC) = Zikr 
2 2 

d'ou НСНА)- 

(HC, BA )+ BA , BC)- (BC. HA) (Оол) 





(НС,НА) - (ВА, BC) кл 
Considérons а la mesure principale de l'angle [BA ; BC) 
donc (HC : HA) = а +kz alors l'ensemble des points H est le cercle Ç ' 
privé de A ' et C' indiqués sur la figure |СТ,СА)- a (ол) 
Dans le cas ou H = B ou Н = ClecercleZ ' - {A',C'}=£ - {A,C}. 


` points I, b, A, c sont situés sur le cercle de diamëtre [IA ] 
car IbA et IcA sont deux triangles rectangles d'hypoténuse [IA). 


Alors (БА, Бс) = (IA; Ic) = (IA, Іа) + (Ta, Ic) (2л). 


* Les triangles IaC et IbC sont rectangles d'hypoténuse [С]. Alors 





les points Ï, C, a,b sont situés sur le cercle de diamètre [IC] : 


Alors (bc : ба) = (IC , la] = (IC А ГА) (IA : la) (2x) . 
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* de mëme 1, a, c, B sont situés sur le cercle de diamëtre [IB]. Alors 
(Ta , Ic) - (Ba Я Bc) +kz = (BC ; BA )+kz A 
(БА, Бс) = (IA, а) + (BC, BA) +kz 
(bC , ba) = (IC, Ia ) + (IA, Ia) кл 

“Їе Ç et A, B, C appartiennent à . 

Alors (IC, ïA) = (BC, BA) +z(=) 

comme : ba, bc | БС, bc ens). 
(PC, bc) = (1А, Ja) + (BC, BA) ke (1 
(bc А ba) = (вс BA)» (ТА : la) +kz (2) 




















D'ou 





(1) - (2) donne [ba , o = kyr,k, € Z donc a, b et c sont alignés. 
2) On зай que 1, a,C,b sont situés sur le cercle de diamètre [IC]. 
Alors (ab А ai ) = (сь А а) (2x). 
QE б donc (QA , Qi) È (CA , ci) (2x) = (cb, Ci) (2x). 
Donc (QA А QI) = (ab i al) (2x) (angles correspondants) donc (Q1) // (al) 


D'ou Q, a, I sont alignés. 
\16 (MT) est la tangente à Ç en M. 


N am. (MN , MM) «(MM , MT)(2x) 








É = x ps , MT)(2z) 
car (M'M)- (MA)- (M'A) 

or (МЎ, M'A) = (BN, BA) ez (2x) 
car A, B, M', N' appartiennent à Ç 

et (BN, BA) = (ВМ, BA)+z (2л). 
Donc (MN', MT) = (BM, BA) «(MA , MT) +z (2x) 














Or (MA : MTJ= (ВА ; ВМ | л) car (MT) tangente à en M. 
Par suite (MN Р мт) = Л (2x) d'ou (мэх) // (MT). 


NY 1) (AG) = (GC) = (AC). Et (EA) = (AB) = (EB) 
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Alors (AE,AG) = (EB,GC)(2=). 
= (EB ,CE)+ (CB , GC) (2x) 
= (BE ,BC)+ (CE , GC) (әл) 


= (BE : BF) + (СЕ : CG) +z (2x) 





comme B, E, F et F' sont sur С alors 
(BE,BF) = (FE, FF)+z (2x) 





et C,G,F et F' sont sur Ó ' alors (СЕ, CG) = (FF, FG)+z (2x) 
Par suite (AE, AG) = (РЕ, FF) + (FF, FG)+z (2л) 
= (ЕЕ : FG) +7 (2л). 

2) (AE , AG)= (EB , GC) (2x) 

=(EB , BF) + (BF, GC) (2 )-(ВЕ,ВЕ) + (ЕС, СС)+л (2л) 

= (FE, FT) + (CF, CG) (2x) «(FE , FT) + (FT, FG)+z (2x)= (FE ,FG)+z (2л) 


NIS/D Faux : E 2 


Met telque (МА , B)= x x) et r+ sex (2n) 


2) Vrai : ЭЖ =T (л) 2 
alors (MA, MB МВ)=- 2 (x) 


or c ME et D € E; 7 


d'ou l'ensemble recherché est ©. 


3) Vrai : E3 U €, = [m e P/ (MA, MB) = (DA, DB) Gel E) 


or (DA š DB) = – = (2x) donc c'est le cercle circonscrit à ABD prive de А,В 


4) Vrai : Опа: &,= MeP/[MA, MB)» 2 22 >x 2x] Or лш: (2л) 


Ç On sait que M, N, А et B sont 4 points dec. 
Alors (MN : МА) = (BN А BA)+z (2x) 
et que A, B, M' et N' sont 4 points de’. 
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alors (МА, MN) = (ВА, BN) +z (2) 





* (MN : МТ?) = (MN : МА)-(МА ; MN) (2x) 


- (BN A BA)+z+(M'A : MN'}+7 (2x) car (MA)- (M'A) 





-(ВМ,ВА)-(ВА,ВМ)ь (2л) 

-(ВМ,ВМ)ьт (2л) =0 car(BN) = (BN) 

= 0 (2x) donc MN et M'N' sont colinéaires par suite (MN) // (N'M"). 
(MT) est la tangente à € en M alors (BM : BA) = (MT : МА) (2л) 












T 


De même (BA Р BN) È (NA : NT) (2x) 
Donc(BM : BN)=(BM , BA) + (BA 1 ВМ) (2x) 2 





=(МТ,МА) + (NA, NT) Qx)orN e (MA) 
-(MT ,MN) «(MN : NT)(2z) «(MT ; МТ) (2л) (ТМ ; TN)(x) 
NV Gi, m) = (AM, MM) + (MM , АМ) (2x) 


- (MA , ММ) + (MM: , MA) (2x) (1). Comme : 
2(MA , MB) = (ОА, OB) (2x) 





Et 2(MB , MA) = (OB, O'A) (2x) Donc (1) s'écrit : 
(АМ, АМ) = (OA , OB) + + (OA 08) (2x) 
2-(АВ,АО) £ -(АО', АВ) (2x) 
-(АО,АВ) + (АВ, AO) +r(2x) 





=(АО : АО) +л(2л) 
2) (IP , IA) = (IM, IA) +л(2л) (M e (P)) 
= (BM ,BA) (2л) (B Met A e à Ç ) 
= (BM , BA) *z(21) or B,M', A et J ec 
= (M, JA) +л(2л) = (J , ТА) (2л) 
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EC: > 
NY 1) (DB,DO) =7(2z) => D e CB 
(DC) L(AB) > De à la 1 (AB) menée de C 
2) (AD,H) = (AD,DCy+(DC,D}(27) or Le[DC] 
= (DA,DC)z*(IC,U)(2x) 
Or (ФА,0С) =(BA,BC)(2r) 
(inscrits Ç et interceptent le méme 
arc) 
et BIC rectangle en I et J le milieu 
de [BC] 
alors JC-IJZJB d’où 
(IC, I) = (CJ,CI)2x) 
donc 
(AD,IJ) «(ВА,ВС)-т-(С7,С1)(27) 
= (Bİ, BC) + z + (CB, CĪ)(211) 


= (BLBO)+(BC,CD(G(2m) 

















= (BL,CD(2m = (ТВ,1С)(2л) = 209 ou encore (AD) L (IJ) 


1) a) A'MC et B'MC sont deux triangles 
rectangles de même hypoténuse [MC] 


> A'E Gma et B'E Gmg  ASBSM;Ce mo 


on dit que A' , B' M et C sont 4 points 
cocycliques 








b) АГ, B', M et C sont situés sur imo => (ВА,В'М) = (СА,СМ)(2л) 
(angles inscrits interceptent le même arc МА" 
=> (B'A',B'M) = (CB,CM) (27) A' e[CB] 
= (AB,AM) (2л) (A, B, MIC eQ) 
2) a) MAB' et MAC' sont deux triangles rectangles 
de même hypoténuse [MA] > В,С! € Cj y d'ou. A, M, B, C' € Cram 


b) (ВМ,ВС) = (АМ,АС)(2л) = (AM,AB) (2л) car C' e[AB] 
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(inscrits. dans Ó [am et interceptent le même arc MC ') 


3) On a (В'А',В'М) = (AB,AM) (2л)ес (B'M,B'C') = (AM,AB) (2л) 
On additionne membre à membre on obtient : 


(B'A,B'C) = (AB,AB) (2л) =0 (2л) = B',A' et C' sont alignés 








N e P,(MC,MD) = 509! 


> 
E est l'arc capable DC -{C,D} du cercle 


capable situé dans le demi-plan de 
frontiére (CD) ne contenant pas 


[CT) tel que (CT,CD) = Qn 
d'où E = БС - (C,D) passant par БЕ 
О = E= demi cercle passant раг О бра 
р) Їє E,(CD,CI) = s Ол) (1) .*K est le centre de E > KI-KC (2) 


KC=KI 
(D et 2) = KIC est équilatéral donc 4  . р Sr (eil 
(KC,KI) ЕС (27) в 





2) a) Met-{0, A , B} et (MA,MO) = (ВА,ВО)(2л) = -7 20) 


b) Ç '= (M e P/'(MB,MD) = -4 (21) 
MES 4 
c'est l'arc DB capable privé de (B, D,) tel que 
(BT ' BD) = AQ etona (ВА,Вр) = 201) 
Le centre du cercle de Рагсє médiatrice [BD]f) (BC)- (C) du rayon CB. 
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Chapitre III 
Trigonométrie 











| Définitions : 


Ç désigne un cercle Trigonométrique de 


entre О,(О,ОА,ОВ), un repère 
rthonormé direct. 
Boi x un réel et M un point de Ó , tel que 


(OA,OM) = х(2л). On appelle : 
| cos x, l'abscisse de M donc cos х = OH. 


P Sin x, l'ordonnée de M donc sin x -OK 





: sinx 

: tg х, le quotient de sin x par cos х donc tg x = = 
COS X 

SX =| 


| cotg х, le quotient de cos х раг sin х donc cotg x = 25 -ВМ 





Sin x 











En radians 





| 


Sin x | 


Cos x 





























Relations entre les fonctions trigonométriques : 
j Pour tout xeIR,cos*x+sin*x=1. 


























P Pour tout xe TR -fZ tka keZ цек m. 
2 cos X 








Pour tout xe IR -[kz; k € Z};1+cotg’x =———. 
sin?x 
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e Pourtout xeIR;—1<cosx<1 et -1<sinx<l. M 
e Pour (ош xe IR ;cos(x * 2k x) =соѕх et sin(x -2kz)-sinx. 


° Pourtout x + EECH 


° Pour tout x z Кл; cotg (x + kzx)-cotg x . 
m Formules des < Angles associés > : 




















e 





SA (I 
ыу 


22 


ГУ 
SET 









COS (n - x) cos(n + х) = -cosx аж MTM 
соѕ(-х) = cos х + ѕіп(л+х)=-ѕіпх . 
1000 7 бОЗХ- m PS sin( Z +x)=cosx sin( Z -х)=созх 
In | = sin X sinx(m-x)=sinx ta(n +x)=tgx 2 2 
tg (-x) = -tg x = л 
te(m-x)=-tex cotg(m+x)=cotgx х T 2 _x)= 
cotg(-x) = -cotg x g(x-x)=-lg tg +x)=-cotgx | 18 2 SES 


сор (т-ху--сорх 











T 
cotg( — -X)-tgx 
865 )=tg 





Remarque: La fonction cos est paire et la fonction sin est impaire. 
ш Les formules de transformation: 


cos(a + b) = cos a . cos b — sina . sin b | sin (a + b) = sin a cos b + sin b cosa 


cos(a – b) = cos a cos b + sina sinb | sin (a — b) = sin a cos b – sin b cosa 
sin2x = 2sin x cos x 

Cos2x = cos°x — sin'x = 2cos°x — 1 = 1 — 2sin>x 
a et b réels tel que (a,b) #(0,0), pour tout x, on а: 
















1 a Е b 
a cos X + b sin x = r cos(x -@ ) avec r=.Ja° +b? etcosg=— et sinp-—. 
r r 


w Les coordonnées polaires : 
` Définition: 


(о. ‚] ) repëre orthonormé direct. Tout point M de coordonnées cartésiennes 
(x, y) peut ëtre repëre par l'angle 0=[i,OM) et OM =r 


Le couple (r,0) est appelé les coordonnées polaires de M. 





» Comment passer des coordonnées polaires aux cartésiennes et 
réciproquement ? 
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Coordonnées polaires 


M(r,9) 










Coordonnées cartésiennes M(x, y) 
avec x =r cosÔ et y = rsinO 


1 
` 



















Coordonnées 
cartésiennes 
M(x, y) 








Coordonnées polaires M (r ,9) 
avecr- Ax? +y? 


X . 
cosĝ=— et sin9= 
r 






ч |< 


Exemples : 
1) Déterminer les coordonnées cartésiennes du point M ayant pour 


5 
coordonnées polaires Ë : = : 


2) Déterminer les coordonnées polaires du point W ayant pour coordonnées 


cartésiennes (3,3). 
5л 
Solution : 1) r= 33 et з alors x =rcos0 = AE E 


et ЕТИ e 
6 2 


2 


2) х-4/3 et y = -3 alorsr- x? + y? -4349 -243 


343 3 
^| 


d'ou les coordonnées cartésiennes de M sont É = 


ainsi les coordonnées polaires de M sont Eë 


° Propriété : 


Х -|Х -= 
d | et К | deux vecteurs non nuls dans la base (i 3) direct 
Y y 


' 


хх-уу 


DI 





Alors cos Í u, v) et sin( u,v)= 


"HM ] Ё Í 
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[п Equations trigonométriques : . 4| 
Equations cosx=a sinx =a tgx =a Ё 
Sia el 31 Pas de solutions des solutions | 

Si x, est une solution particulière de l'équation 
a ë [ -1, 1] cosx =a | sinx =a | tgx =a 
Cela revient à résoudre les équations -1 
COS Х = COS X, | sinx = sinx, | (рх =tgx, 

Donc les solutions sont de la forme 

x = Xo + Ak x = xo + Ak X = Xo + KT 

ou ou 

=> Xo + 2km X =T - Xo + Ak keZ 

[kez kez | 




















B Inéquations trigonométriques : 

Inéquations | cosx>a sinx>a 
Si a є [-1, 1] | Soit x, un réel tel que cos x, =a ou sinx, = a cela revient à 
résoudre les inéquations : 
Cos x > cos Xo Sin x 2 sin xo 
Soient N et M les points Soient M et N. Les points 
d'abscisse a. Les images des | d'ordonnées a. Les images 
solutions sont situées sur l'arc | des solutions sont situées sur 


MN passant par A l'arc MN passant par B. 








































Donc les solutions sont de la forme : | 
—X + 2k < x <хо +2kr | хо +2kr < x <m -xs + 2km 
kez kez ] 





Même raisonnement pour cos x Xa, sin x <a et tg x <a. 
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ENONCES 


v Soit f la fonction définie par f(x) = cosx-+sinx 


a) Montrer que f est bornée 
b) Montrer que f)- sinl) 
c) Trouver alors un meilleur encadrement de f(x). 


N 2 / cost + sint 
Montrer que : еб б/у tg? 2 + tg? 37 =14. 
cost — sin 12 12 
8 8 


€ On donne cosa - JEE avec O«a«m. 


Calculer cos2a et en déduire la valeur a. 


ç Exprimer en fonction de cos2x : 


5cos?x-3sin?x ; 2cos?x43sin?x-4sin?x.cos?x 
. ` 3 . . . 
Ecrire plus simplement ` cos x+cos2xsinx+cosxsin2x--sin3x 





e sin _1—cosx 
On donne Он о et g(x) = Greg 


a) Prouver que f#g 
3 Prouver que les restrictions de f et g sur IR (kx ,k e Zl sont égales. 


Soit xeIR et soit P2cosx.cos2x.cos4x.cos8x . 
1) a) Montrer que quelque soit xe IR опа; P.sinx = віп (16х) 


b) Еп déduire Іа valeur de : О = cos% . cos 28 | cosa . cosÈX. 


2) a) Montrer que 4cos € cos =1. 


2 
b) En déduire que 2 kos: — cos=t 21). 1. 


c) En déduire la valeur de cosZ et de cost z . 


5 
QCM 


Indiquer la bonne réponse avec justification 
1) ol JN est égal à : a] b] -2 
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N | = 
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2) 20225 est égale à : a] dac b] sin Í cos — 
8 8 8 8 
237 T л 
3) cos —— * cos— est égal à : 1 2cos— (10 
) 12 12 Я el b 12 
4) cos(2x ^ x) * sin (2x +2) est égal à: la] 2cos 2x b] -2cos 2x w 
2 


\ 87 Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie oü fausse: 


a) sin = = cos © b) sin x + V3 cosx=2sin (x +<.) 
C) cos(3a)=cosa.cos2a d) cos(a-b)=cosacosb-sinasinb 


q Indiquer la bonne réponse par a, b ou c avec justification : 
1) Dans le repère polaire (0,1). A et B sont pour coordonnées polaires 


0.2) et Gm. une mesure de l'angle oriente (OA,OB) est : 


T 5n 5л 
_ _ C -“» 
el 2 b 6 cl 2 
2) Dans le repère (0.13) le point А(-24/3,2) un couple de 
coordonnées de A dans le repère (0,1) est : 


57 5x T 
@,—) b| 4.7) E] 4,-7) 


Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse justifier votre réponse. 


1) Les points AGI) : BG.) ; ce, repères par leurs 


coordonnées polaires, sont alignées. 


2) Dans le repère (O ,OD les points À et B de coordonnées polaires 


(5, D et (5, =) sont symétriques par rapport à (OI). 


NY Soit Ç le cercle trigonométrique de centre O et I un point du cercle Ç 
dans le repére polaire (O,OD placer les points А et B de 
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; -1 1 -27 
coordonnées polaires respectives e) et (—,—). 


2 
ХУ Représenter dans un repére polaire, l'ensemble des points M du plan 
dont les coordonnées polaires (r,0), Vérifient : 


r-2 0 Зл 


а) " b) 4 
ө | Жо] тє]0,+=| 


V (О,ОГ,ОЛ) un R.O.N.D. 


a)Placer les points A et B de coordonnées polaires respectives 
-7 3л 
1, ) et (3, =). 
( 8 ) et ( 8 ) 


b) Calculer la mesure principale de (ОА,ОВ) А 
с) Calculer Іа longueur АВ. 


d) Calculer совОВА et sinOBA. EndéduireOBA. 


(О i, R.O.N.D on considére les points 
UNE ES V3 1 
A 0,— ;B E E d ; C Иргэн ee 
S );B( SC ) ; E 3 37 
a) Calculer les coordonnées polaires de ces trois points dans le repère 
polaire (0,1). 
b) Démontrer que ABC est un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de 
re O dont on précisera la rayon. 


(O 0) un repère orthonormé direct 
1) Soit A un point de coordonnées polaires G. 2) s 
3 


a) Déterminer les coordonnées polaires de B le milieu du segment [OA]. 
b) Déterminer les coordonnées polaires du point C tel que le triangle 
direct OAC soit rectangle et isocéle en C. 

2) Déterminer et représenter l'ensemble des points M de coordonnées 


polaires (r,0) qui vérifient : a) Ө =“ +2kx b) 0= - +2k xï 


NV dëi dp un ROND Soit Ç le cercle de centre W passant par O 


Soit (r, 9) les coordonnées polaires de W. Montrer que tout M du cercle Ç 
dont les coordonnées polaires sont (k , o) .Vérifient 2r cos (a-0)=k. 
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: 1) Montrer que quelque soit XeIR ; cosx + cos k + аа), cos lx - 28) 0 


2) Calculer alors cos Z соз ши + cos LE 
7 21 21 
3) Montrer que f (x) = cos2x + coss +2). cos? Ë - ZG constante sur IR. 


N 1) Soit A(x)=1—cos2x--sin2x. 


- A|5z]. A|49 
a) Calculer АН) Абл), 
b) Montrer que quelque soit ХЄЇВ ; A(x)= 24D sinx ze 3 
c) En déduire la valeur de 8(5| 
1 


2) Soit B(x) = 2sin(x 21 cos | -5| 


Montrer que quelque soit x e IR ; B(x)=l + sin2x. 


3) Soit xeIR tel que A(x)#0 et £6) -— ES. 


a) Simplifier g(x). 
b) En déduire que сор =1+42. 


$ cost et 854, . 


Equations et inéquations trigonométriques 


N Résoudre ces équations sur [0,2л [ : 


Л 


c) Calculer sin 


Eet. cS ша | Eod. 
a)sinx — 2 b) cosx 2 c)sin2 х 2 
d)sin2x + sin x .cos x = 0 е) cos3x =. 
Ч Résoudre dans IR : | | 
а ) cos3x = cosx ; b) sinx =sin2x ;C) cos3x = sinx 


d) 2cos2x — 2cos 2x + sinx =0 ; e) cos (x +1} cos (5x 2); N tgx=—.5. 


NV Résoudre dans IR puis dans (=z ,T ] les équations : 


a ) cos2x + cosx =-1 ; b) sin|x|-- : c) 2 sinx = tgx 
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Soit f définie par f(x) = V3cosx + sinx . Déterminer les antécédents 
de 0 et 2 par f. 


му Résoudre graphiquement les inéquations suivants sur [0,27 [: 
a) sinx > 12 : b) cosx z+ ; C) 2sinx — 43 <0 


d) 2sin2x > 43 н е) Vl — cosx > sinx 


1) Montrer que cos?x .sin2x = (2cosx — COSSX — cos3x). 


2) Résoudre dans IR l'équation : 16cos?x .sin?x — 2cosx =sinSx + sin3x 


3) Soit f(x)- 4sinx .cos?x — sin2x . 


a) Montrer que quelque soit xeIR  ; al sin4x 
b) En déduire que quelque soit x € IR ; f (x)+ (x + z) +f (x + 2x) =0 


4) Résoudre dans IR : 2 gl >0. 


Soit m un paramètre réel, la fonction fm définie par : 

f (x) = cosx - УЗашх + 2/2 ~ m. 
1) Préciser l'ensemble des valeurs de m pour lesquelles l'ensemble des 
solutions de l'équation fm (x)=0 n'est pas vide. 


2) Résoudre dans H 1 x l'inéquation Le (x)20 pour m=x2. 


N i —.SinX _ COSX 
Soit f(x)= cos?2x  sin?x 
1) a) Déterminer D le domaine de définition de f. 


b) Comparer f (x) et f (n + x). 


2) Montrer que quelque soit x eD ; кх) a =c0sx)(4 + 2sin2x) 


sin? 2x 
3) a) Résoudre dans [o ; л] l'équation sinx —cosx =0. 
b) Préciser le signe de f (x) sur Df ^ [on]. 
c) En déduire Dg Ni (0, | ой 8 (5)-4/(5) : 
1) Montrer que :quelque soit a e IR : 
cos5 а = 16соѕ? a — 20cos? a + 5cos a 


2) Vérifier que : pour tout xe IR , 16x5-20x3+5x +1= (x +1)(4x2 — 2x - 1 
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3) On pose a =E , montrer que x =cosa est une solution de l'équation 
4x? — 2x - 1-0. Montrer ensuite que xus = coss : 


. 2 2 . 7 
4) En déduire sin, dor É: 3 sin ^ : dera sin — 
5 5 5 10 


10 ` 
vi Pour tout réel х, soit : 


A(x)=-1 + 2cos2x — cos4x , B(x)=1+ 2cos2x + cos4x et f(x)= ай 5 . 


1) Transformer B (x)en produit. En déduire D; le domaine de définition de f. 
2) a) Montrer que pour tout x e Dr , f(x)- tg?x . 


b) En déduire ёл =1—^/2. 
3) Résoudre dans IR l'équation : sinx + (2 - 1)совх -1. 


4) Soit h(x)= Jsinx + [/2 -1)cosx -1 . Déterminer Dn cl. z]. (Dn domaine 


de définition de h). 
Wi Montrer que : cosa + созбл = 2005 5 
2 
et que cos AL + us = 4сов22-- 2. 
5 5 5 
2л 4л бл 8л 
Sachant que 1+ cos — + cos — + cos — + cos — = 0 
5 5 Ï 5 
a) Déduire de cette égalité que cos” est solution de l’équation 
4x? -2x -1z0. 
b) Donner alors la valeur de cos. 
3) On considère la fonction f définie раг: f(x) 4sinx. cos?x — ѕіп2х 
a) Montrer que pour tout xe IR , DER sin4x . 
b) Résoudre dans IR puis dans | л, x] l'équation 4f(x)-1=0. 
43 


c) Résoudre dans IR , fx) - 32 cos4x =sinx . 


4) Résoudre dans [0,27 ] puis dans IR l'inéquation : f(x)+ A 20. 


64 


Trigonométrie : Enonces 








2 1) Résoudre dans IR puis (=z ,T ] l'équation : 
cos3x — J3sin3x = 2cos k + 2x) 


cos3x — ABsinàx — 2cos lx + 23) 


2) Soit: f :x H> 


1- 2sin?x 
a) Déterminer D le domaine de définition de f. 
b) Montrer que quelque soit ze D. f(x)=-4sin 5 - z), 


c) Calculer f (z) en déduire sin =: 
12 12 
3) a) Calculer cç Z . 
12 


b) Résoudre l'inéquation (В + 1)cosx + Wi 1)sinx <2. 
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CORRIGES 


a) On sait que 1<cosx <1 et -1<sinx <1 
par addition on obtient : —2 < cosx + sinx € 2. (1) d'ou f est bornée. 


b) V2sin x + z). 12 kinx созу +созх. sin : 


= 12 z| нь +L cox = = sinx + cosx = f(x). 
c)Ona:-1< als <1d'ou —2 <42sin k Л 


donc —2 <f (x) x42 . Ce qui constitue un meilleur encadrement que (1). 
T Л NN: T . T 
N 2 / " sin = |cos—+sin— | cos=+ sin 
cos LS 1 8 d 8 3 
їз od T . T л. T 
COS——sin— |cos—-sin— | cos— + sin— 
8 8 | 8 8 J 8 J 


cos?Z + sin?.-2cosE sin t 


: 
Жс; zj 
_ oss 2 К 8 87р 
27. ci 27 T 
Cos 8 sin Z SEN 


1- ER iz 


E _ 4 2442. 
ss S š -42-1 








T T 
cos— cos — 
4 4 


25T _ tge [ж - Z) = 
tg15 + teo =! ту + tg 5 715) = 18715 + cotes 











eh wei 
He Л d'ou a m. =tg (Z - z). 3 bs 
3` 74 
2-43 d'ou 222-43} =7-4B. 
Lin J- 12 pe E 
cotg Z 1 228 d'ou со? 48, -0-4|- 7-40 
ER ч 2-45. 


par suite tg +18292 =(7 (7 48} (7 + 4v3)=14 
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g 2 +43 
On а cos2a = 2cos2a —1 or cosa 273 
EE AE 28) 








_T -T 
B 2a = +2kr a= km 
cos2a=V=cosZ & {ou < : ou :Кє7 
— L =. T 
24- 6 + 2Кл a 12 + KT 
or асрл [donc der ou а= огсоѕа>0 d'ou а = 2: 


М 68256 = LH соз2х et sin2x =Ë = cos2x 


d'ou: A-5cos?x — 3sin2x = 5 (1+cos2x)_ 3 оох) 


= 3 + 3cos2x -2 + Зсоѕ2х = 1 + 4cos 2x. 


2 2 2 2 
B=2cos?x + 3sin?x — 4sin?x . соѕ2х 


= [1 + сов2х | +3 сэх 4 ооох + cos2x) 


3 


= 1+ cos2x + 37 Эсоз2х = ( —cos22x).= 3 — 4COS2X + cos?2x. 


1 
2 
C-cos?x + cos2x .sinx + cosx . sin?x + sin3x . 

É (cos3x + COSX. sin2x )+ (sin3x + cos?x .sinx) 


= cos (cos2x + sin2x)+ sinx (sin?x + cos2x) = cosx + sinx . 
v a) Pour prouver que fg, il suffit d'étudier leurs ensembles de 


définitions ; en effet ona: Df =IR – (n + 2kx , kez} 
et Dg-IR le k eZ] or 21e Df et 21e Dg d'ou Df «Dg donc f 2g. 


i 10х(1 — cosx 
b) Sur ІК \ (кт, k eZ] on a f(x) espe EE. 


D'ou spo) - Sin со) ог 1— cos2x = sin . 
Ainsi 160 = sinx a ой}. 1—со$х _ = gel 


sin?x sinx 
D'ou f etg sont donc égales sur IR — {кт ke 7} : 
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N a) P.sinx =sinx Їсовх .Cos2x .cos4x .cos8x|. 
1 


En utilisant la formule sin2x = 2cosx sinx soit cosx sinx = 2: sin2x. 
On obtient : Psinx = (sinx .cosx)cos2x .cos4x .cos8x 


= 1 (sin2x . cos2x) соѕ4х . cos8x . 





= 1 (sin4x . cos4x) cos8x =/sin8x .cos8x = = sin (16x). 
"ET 
b) Q coss .C0S 2 .COS T. COST созт. cos2 | 5 cos4 со58 Ç 
Comme : Q. sinZ =L sin 16 zJ 
lóz _ x 16 : T| ci T| am 
Or =3 + Z 5 soit sin[Léx ón). sina +Z)= sin - на sin? 
1x) DAE 
sin (16x — sin = 
i = l. ucl. CEDE = 
Par suite o= i] l6 uz 16 
5 5 


An _ T 4n hk-z)=- x 
2) a) On peut écrire 5 T 5 alors CO cos (л 5 coss 


et Èx =? _ 2T alors cos 2 Èx = cos ра A 21). COS: 21 


5 5 

сотте О = созт. cosÂE соз „со АШ со s'écrit alors 

posee ct] [ot co 
Q= созт. cos |— cos% . cos созт . COS 

т л 2} сар 
ог Q= cd ou kosz. cos 16” 
On sait que Цэ со8 20 sont positifs раг suite coss. cos 4% a- =} 
soit 4сов2.. cos 22 =] 


b) 4cos Ç. cos х =1 utilisant la formule : 

cosp .cosq = > [cos (p + а)+ cos (p ~ q) 

On obtient 4 BS kos т +21), cos Е Zb 1. 

бой 2 cos3Z + cos - 5 4| 1.Ou encore 46-2), cosZ|= 1 
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Solutions 


or соѕ (л – х))= – созх. D'ou ЕУ =] 


2 
с) Опа: соз — cos 


T 2x 1 T T 
Or cos—.cos—— = — d'ou cos=x| cos— — 
5 4 5 


5 
„x Ï л 1 
0085-----008---0-55 
5 2 5 


A'=1+4=5 alors соз Z 1635. OU cos 


1445 


T 











d'ou cos? = | 
4 
2x п 1 14-4/5 1 ss 
cos— = COS — — — = —— = 
5 2 4 2 4 
QCM 


V 


1) La réponse est kl 


. ( 19r А T . D . л . T 
Si -3 -—)=5 -H -=)=- T—)-— n == 
sin 5 J sin (-3x 5 )=sin( 6 }=-sin(x < )=81 5 


2) La réponse est bl: 
Зл. 


за иг Эн теат 
8 8 2 8 8 


8 
3) La гёропве est bl. 


са aa Ло NUN иы то. 
12 12 12 12 


12 
4) La réponse est R|: 


1 2x 
5 alors COS=ÂÂ = cos— —— 





x 1 


5 2 


111 
2| 4 


0 soit 4сов22-208--1 = (). 


1-45 


л 
<0 or cos— > 0 
4 5 


D | 


л 


yi? 
12 CG) 


cos (2x +m) +sin (2x E =cos2x +cos2x = 2с05 2x 
Vrai -Faux 
N/ a)L'affirmation est vraie : 
s "г (л EE NET 
3 3 2 
5л л T -N3 . Aer 57, 
е! gos то0в EEN SE 


b) L'affirmation est vrate : 
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| T | T . T А 
2sin (х +Z)=2/sinxcos Z +cosxsin Z l=sinx+ 3 cos x 


c) L'affirmation est fausse : 
cos3a=cos(a+2a)=cosacos2a-sinasin2a # cosacos2a 


d) l'affirmation est fausse : 
cos(a-b)=cosacosb+sinasinb z cosacosb -sinasinb 


N 1) 0,0А)-2 et op 


d’où (OR, OB) -(O&,i) « (,0B) -- 547-7 ainsi la réponse est [a] 


2) re e ty NBT +2? - 6-4 


ко = кы et ааг =» 2 
r 2 r 2 6 





d'oü AGE) par suite la réponse est bl: 


М, Vraie : GON et (,08)-45-2-2л 


et ф.ОСу-:25-2-лдон A, B et C sont situés sur la droite passant par O 


Ç = п л 
de vecteur directeur u tel que CODES RE 


7п 
2) Vraie: — = Dn ` donc la mesure principale de G,OB)= E est 5 p(s, 2) 
4 4 4 4 4 
T 
et A(5 Sg par suite A et B sont symétrique par rapport à (OD. 
Nim appartient au cercle 5 (0,3) et tel que l'angle 
4 
— => _ E 1 -27 : Ї 
(ОІ,ОА) 277 ;B (Sr) appartient au cercle de centre O de rayon 2 


tel que (01,0В)-225 
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NY a r-2 et 252 
2 
А 


r=2 on trace alors le cercle Š de centre O de rayon 2 et comme l'angle 








Я KI e AUC 15228 
varie dans É donc c'est le quadrant oà l'arc AB ainsi l'ensemble 


recherché est AB 


gerer 3 
b) 0-2 donc (OÏ, OM) - +2kr 2430 t = 
ainsi l'ensemble recherché 


est la demi droite [ot) — {0} 


ИТ 3 
22" Méthode: M (E) soit (x, y) les coordonnées de 


3n -42 
x=rços—=—Fr 
4 2 
3x V2 


rsin—=—r=-x 
3 4 2 


l'équation y = -x et l'équation d'une droite et comme г) 0 => х(0 
d’où l'ensemble recherché est la demi droite [Ot] d'équation y = -x et x(0. 


NY a 


b) Ona: 
* A(1, = <> (01, ОА)=-= et ОА =1 





* B( ,2 5,77) e (01, OB)- 2а OB=./3 





ainsi : (ОА,ОВ)-1ОА,01)-4-(О1, OB--* ПЕ 
par suite la mesure principale de (OA , OB) est T 


c) (0A,0B)-7 = AOB est un triangle rectangle en O 
€» AQ! - BO! = АВ? 
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or OA=1 et OB-43 < 1+3=AB2 < AB*=4 => AB=2. 
d) Dans le triangle OBA rectangle en O on a: 
OB 43 OA 


со8ОВА- 22-27, ets HORACE par suite oBA =Z 
aP 2 AB 2 6 


МУУ A(0, 2) d'ü х-0 et 29 | 
On sait que r- 4x? +y? = 10° © =— et созё=—=0 


sin0=Z=1 d'où à d’où AG. 25 


r= Jx [Aa Ly = 


We et ML alors m d'oü BG. 22) 
ETE. 
Za e е x 
E UE) et iuge alors 0=-Ï d'où p e 
r 2 2 6 


2 2 “Эргэн, 
b) Ona А(2,5) S OA =é et D. DA 2 
E 3 2 
2 -5л NE on 
B(—c,—) © ОВ=— et (,OB)- — 
TOP, 3 СОВ) 
- 2 [inum 
C(——) ©  OC=— et |1,OC ]=— 
a у 
par suite ОА = OB = OC <= A, B, C appartiennent au cercle É 


2 
de centre O de myr d’où ABC est inscrit dans ë . 
de plus AB-A( ICH x.) +(уь - yA)) Ke 12 2 -23 
c= | 285; +0? = 243 „ AC= Ve y +1= 7 


= AB= Ge АС-» ae est un me AAT 
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NS 1) a) ona: AG.) ona OA = 3 et (.ОА)-2 


comme B est le milieu de [OA] alors OB-- et Gi, ОВ)-01,ОА) = 


3 
ainsi les coordonnées polaires de B sont (22) 
b) ОАС est rectangle et isocële direct en С 
S CO=CA et (ОА,ОС) = (22). 
* (i,OC)=(i,OA)+(0A,0C)=*+*= 
0,0C)20,0A)*( ) cre: 
* OAC rectangle en C S СА? +CO* -OA? or ОС-СА 
d’où 2CO? 20A? 
. 3 
Soit 2С0? =9 parsuite OC-—— 
x 2 


finalement les coordonnées polaires de C sont : CES : 


2) a) 1% Méthode : dh 
(.ОМ)--242Кк 


d’où l'ensemble recherché 


est la demi droite [ox] — {0} 
2°" Méthode : soit (x, y) les coordonnées cartésienne de M comme 





T ‚ : 
Wé sont ces coordonnées polaires 


1 
x=rcos— X= T TE S 
alors : Soit 2 5510 
. T 
Y LS y-Ma у-43х 


par suite l'ensemble recherché est la demi droite d'équation 

y-45 x et х)0 | 

b) 1°“ Méthode : 9=7+2km e (.0Му-242Кл 

l'ensemble recherché est la demi droite [OE] – {0} avec E(1, 0) 
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25" Méthode : M(x, y) d'une part Miri 
2 
Л 
. | |х=гсоз— 4 fx=0 
d'autre part ainsi 2 soit | 
=rsinZ 3-399 
Stee: 


par suite l'ensemble recherché est la demi droite d'équation x = 0 et y > 0 


• W(r,0)le centre du cercle Ç et de rayon OW et O ec 
alors OW =r et G, OW) -0 
e W(x, y) coordonnées cartésiennes alors x =rcos0 et y=rsin0 
d’où W(rcos0,rsin Ө) 
e M(k,a)alors x,, =k cosa et yy =ksina 


° Mec = WM=0W & (Qy -Xw) FD Yw)" =, ir 
< (k cosa. -rcos0)? +(ksina-rsin0) =(r соз 0)? +(r sin 0)? 
<> К? cos! a-2rkcos0 cosa + k? sin? a-2rksinasin0—0 
«€» К (cos? а +ѕіп? a)-2r k (cosa cos0 +ѕіпоѕіпе)=0 
< К? -2rkcos(a-0)=0 ог k#0 «»2тсов(0:-0)-К 


2л) 2X cu re V ру АЗ ы 
NY» cos (x + 3 7 cosx om" - sinx sin = ‚ COSX ~ ^. sinx 











-28)- auto nime 5], 43. i 
cos 5 3 COSX .COS 3 + sinx .sin q 7808 + 2 sinx. 
d'ou cosx + cos ls + 21), сов -48| 
ЭРЭР: EE РОСС 227 2-2 
—COSX 2 COSX 2 sinx 2 COSX + 5 . Sinx = 0 
lix 2x Un nr, An 
2) On remarque que 21773 7 et 21773 
: x 11x 177 л 27 л л 27 
d'ou cos— + cos — + cos— = cos—+ cos] = — — [|+ COS| — + — 
7 21 21 7 3 7 7 3 
л л 2x Ë 27 
= COSL cos —— — |+ с05| —+— |= 0 
7 7 3 7 3 
3) On а: cosx + cos 5 28) cos -28|0 
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alors охх + cos k + 2z), cos | - 22)? =0 


3 
с»со82Х + cos? 8 + 2x). cos? | al, 2cosx . cos 5 + 2x), 2cosx . cos | - 22) 


3 
+2cos k + 2z eos Ë _ 28). 0 (1). 
En utilisant la formule 2cosa .cosb = cos (a+b)+ cos (a-b). 





3 3 
< f(x) + cos (2x)+ cos х + 2x), cos bx ALAL 
1) a) Аб) 1- созд +sin3 -1- cos (r+ Z sin (x + z) 
= 1+ созу -sinz =l. 
Afs cos (422); sin (492). 1 _ cos би + я) sin fon + =) 
1, 3 1445 





-1- cost sint -l- Age "m 


b) Опа: cos2x =1- 2sin?x soit 1—cos2x = 2sin?x et sin2x —2sinx .cos x. 
D'ou A(x) = 2sir?x + 2sinx .cosx = 2sinx (sinx + cosx). 


= 2W2sin x (eos 4 Жак) = 2 sinx .cos k = z), 


2 
-1:343,1.3-43 
c) АВ г). 1- созе + sint = 15225 x += 
T_T TL aT 
Autre écriture de АВ c )=2V2 sin Z. cos (Z z) = 22 sin. .cosE. 


Az) LA B Sa 48-48 


12 


Par suite sin Z 
12 ` 212. cos% к = 22 242 4 





2) B(x) = 25іп k + z) cos lx 2 z) 


= d пе ова inz | Z + sinx .sin£ | 
2 binx ve + cosx .sin^, [|cosx соз + sinx sin% 
- 12 (sinx + сө) Zes + sim) 


Р 2 z Е 
= (sinx + cosx) =1 + 2cosx .sinx = 1+ sin2x. 
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2sin k + z), сов - z) sin (x + z) 
6 Aü x) 20 | cos (=z) 4 É 








42 (sinx + cosx) . 
= 2 _sinx+cosx 1,1 cotgx 
47 sinx 2sinx 22 


la 


B 
, alt р РЕР d’ : (z). 
b) D une part: 81) 2 * 30018, d'autre part on а: gi л 


x EE u apaspa 8 (x)- nt 1 V2 
alz) 1 cos% + sin 1 et Bis 1+ sin; 1+ 2" 
D'ou del. 1-32 Comme cotgZ - (g (Z)- 1=2+42 -1=1+42. 
с) l+cotg® = l бйзи»---1--ь---1--с 

8 шин 8 l+cotgg tis] 


| 


T 
8 




















sin? 2 = | .4-242 2-42. sin z pdonc sin = 
8 44242 8 4 8 8 2 
. 1 2- 2-42 
* cos? + sin? =] donc cos2 a s s = pu 42 +v2 
8 8 4 4 


T T 
or E > 0 donc соз = 


ло 24512 


„о. эЛ А Ё z) 
* sn — = SIN| — + — |= cos— = 
8 2 8 8 2 


Equations et inéquations trigonométriques 
DAE NINE 
a) sinx = 2 < sinx =sin 3 
Е: _ = 
x=— + 2kx x=— +27 


<4 ou <> 40u kez 


T AT 
vn Lal 2kn x= + 2Кл 
5x 


4 
d'ou sur [0,27 [ les solutions sont = et = 
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2л 


x mE +2kr 
b) cosx = — < cosx = cos? сэ ou ; kez 
х- = +2kr 
27 4r 
d'ou sur 10,2л | les solutions sont : ER 
2x = + +2Кт 
c) sin2x = -4 < sin2x =sin Е 2). ou ; kez 


2х=п- ар 2Кл 


X=— 17 + ka 
< j ou 
x= 23 + Кл 
, Š 1 . lix 237 Jn 19x 
d'ou sur [0,2л [ Jes solutions sont : 2 32. * 12" 12 7 
d) sin2x + sinx .cosx = 0 en utilise la forme sin2x = 2sinx .cosx l'équation 
est équivalente à sin2x + Jsin2x =0 ou encore jsin 2x =0 


cosin2x 20 < 2х = Кл, — 


Sur [0,2z [ les solutions sont : 0, £ п, 31 


„Эу 
кз 
е) cos3x = 32. с> соз3х - cost сэ ou kez 
3х--32Кл 
n | Ak 
FD 3 
< ou ; kez 
zoo 2КЖ 
ширээ: 


"1274 42.12 "12. 
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SOLUCIONS 
3x =x + 2kx 2x =2Кл x = Кл 
a)cos3x =cosx < + ou <> <q ou <> < ou ; kez 
3x =>x + 2kr 4x -2Кл кл 
x =Ë 
2 
Su=kr, КЕ avec k e Z а D aveck e Z]. 
x =2х+2Кт -x =2Кл x =-2Кл 
b) sinx = sin2x = < ou < j ou <> q ou 
Х-7-2Х-2Кл 3Х-7-2Кл x= , ZER 
3 3 


Sir = |- 2km, Z +2K2 avecke ZJ 


c)cos3x =sinx on utilise la formule cos (z _ x )= sinx l'équation devient : 


3x=5 —х+2Кт 


cos3x = cos z - х» ou 


r si. x | 
S (зуйн, 4 t Кт aveck e Z j. 


d) 2cos?x — 2cos2x + sinx = 0 en utilisant la formule cos2x = 2cos?x -1. 
On obtient : 2cos?x — 2 (2cos*x —1)+sinx =0. 

€» —2cos?x + sinx +2 20 or cos?x + sin?x =1 

€» —2(1—sin2x)+ sinx A 220 


€» 2sin?x + sinx = 0 <> sinx (2sinx + 1)=0 < sinx 20 ou sinx =— 


SE 


* сх =0 < x = kz 


х= É 2kx 
* sinx =— e sinx =sin Cz)e ou ;Кє 7. 


vor er 
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x=— +27 


< q ou ; kez. 
-42-2кл 


m кекш ©. IE + kn avecke ZJ. 


Х-1-55Х5-2-2Кл 


e)cos (x +1)=cos (sx +2)S ou 
x+1=-5x -2+ 2kwx 


zd XR 

—4x z 1-4 2kr К 9 
< < ou <> < ou ; keZ. 

6x = —3 + 2kr _ l kx 

a UE. 

TE EUM TY ү 

5 | 2-705 = F" 3 avecke Z 


f) tgx 2-3 > x= Z + kn d'ou Sx =| Z ke (kez)] 


d а) cos2x + cosx = -1 on utilise la formule cos2x = 2cos?x -1 
<> 2cos?x — 1 + cosx =- 1 <> 2cos?x + cosx = 0. 


<соѕх (2соѕх + 1) = 0 < cosx = 0 ou cosx = 


x= + 2kx 
e х= + kz ou ou vez 
m 
Sy = E bn ^ eL 4 kn ,— = 21 kn, avec k e ZJ. 
2 2 
Dans [=x ‚Лл ] les solutions sont : Зээ, 
2 2 3 3 


l 1 | x ]-e 0 +o] 
b gii X œ + © 
) sin|xl 2 or М Bs jos 


Si xe]-o, 0] alors l'équation s'écrit sin (-х)- = . 
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=% + 2kr 
6 х= + 2kn 
BE 6 | 
< sinx => < ou e ; kez 
ou x=, 2kx 
X=T- t + 2kx 6 
comme x <0 alors il faudra choisir k < 0. 
Si x e[0, +% | alors l'équation s'écrit sinx = -i 
x= EC 2kx (1) 
<> + ou ; ke Z comme x 2 alors pour (1) il faudra choisir 


=+ 2k. (2) 
k>Oet i (2) le k 2 0. Donc les ши dans IR sont : 


|z +2kr, É T 4 2kn ,avec k e Z+ lu E. 2kn , 2 + 2knkavec k є Z- [privé de x 
X. 


sur = ; л] les solutions sont : 6? E 


c) 2sinx = tgx l'équation existe que lorsque x # 2 + Кл 2sinx – tgx = 0 





on utilise tgx = ЗХ. JL ’équation s'écrit : 


sinx b =L 0 < sinx Dose 2 < sinx = ou cosx =+ 
cox COSX 2 


=3 +2Кт 
<, х= Клои a OU ‘keZ Sr = kz, E+2kr, — + 2kravecke ZJ. 
x= + 2 


= Tt T 
St«a]- 2,0, т, 2,5} 


NY f(x)- ABcosx + sinx = 2 Е + Зөн | = 2cos (s = z) donc : 


* f(x)=0 <> cos (x - 2 |= enn eben e bn 
6 6 2 


donc les antécédents de 0 par f sont 2 +кт;(Кє7). 


* f(x)= 2 сэ 2005 | - z). 2 <> cos -z- 1e x- 2л 
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&x= A + 2Кл .Donc les antécédents de 2 par f sont ra +2kr;(kez). 


NY à) sinx >02. , soit M et N les points du cercle trigonométrique 


J2 


d'ordonnée E , les images des solutions de l'inéquation sinx 2-5 soit 
les points de l’arc MBN extrémités incluses. 


Donc l’ensemble des solutions sur [0,27 [ est Ё 





b) cosx > soient M et N les points du 
cercle trigonométrique d'abscisse 5 les images des solutions de l'équation 


cosx >— sont les points de l'arc MAN extrémités incluses 






1 
2 
Donc l'ensemble des solutions sur [o , 2x| est[ 0,2 ] U [2 


c)2sinx – 43 < 0 < sinx < x .Soient M et N les points du c 


trigonométrique d'ordonnée EN 


~ 


Les images des solutions de l'inéquation ѕіпх < 


sont les points de Гагс MB'N extrémités incluses. 


Donc l'ensemble des solutions sur [0,27 [ et : |o =| UY E ‚27 | 


h 


d) 2sinx > Л <> sin2x 2-5. : 


~ 


Оп pose X = 2х l'inégalité devient sinX 2-7 d'après c) on obtient 


Z + 2kn < X <% + 2kx 


3 <X sm sur (0 : 2x| et sur IR on obtient 
3 t 2kz < 2x SE 
Ou encore + тх х Кт Pour К = 0 alors саха 


Pour k = 1 alors JR Ex «ал Donc la solution est zaz] U == . 


81 


Trigonométrie Solutions 


е) N1— cosx >sinx elle est bien définie pour tout x € IR car cosx x1 
soit Oxl-cosx. 

* Si x e [0, x] alors sinx 20 

d'ou ү1 ~ cosx > sinx < 1 – cosx > sin?x 

€»1-cosx >l- cosx <> (1— совх)- (1 -соёх)»0 

<> cos?x — cosx > 0-<>cosx (cosx —1)> 0 

On sait que cosx <1<> cosx —1<0 





18 


solution est |Z, л |. 


Donc la 


* Si п<х «2n ona sin x < 0 donc l'inéquation est vérifiée quelque soit 
хє|л,2л | donc la 2°" solution est | x ,2z | finalement : la solution dans 


(0,2л [est ] 5. 27]. 


1) 2cosx — (cos5x + cos3x )= 2cosx — 2cos ECH . Cos x= àx 


=2cosx — 2cos4x . cosx = 2cosx [1 — cos4x [or cos2x =1— 2sin?x 
=2cosx [ -(- 2sin22x)| =2cosx [2sin22x] 
Comme sin2x = 2cosx .sinx 

D'ou 2cosx —cos5x —cos3x = 4cosx [2cosx.sinx]? =16cos3x.sin?x . 


Par suite cos?sin?x = = [2cosx – cos5x — cos3x]. 
2) 16cos? .sin?x — 2cosx = sin5x + sin3x 

<> (2cosx — cos5x — cos3x)— 2cosx = sin5x + sin3x 

<> —cos5x — cos3x = sin5x + sin3x 


5x + 3x co IX — 3X 


< —2cos4x . cosx = 2sin 5 


<> —2cos4x.cosx = 2sindx . cosx 
<> соѕ4х . cosx + sin4x .cosx = 0 
<>cosx [cos4x + sin4x] = 0 < cosx = ou соѕ4х + sindx =0 


* cosx =0 co x= + kn (ke Z) 
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B 


* соѕ4х + sináx 20 <> 412 Ve + Zon 0 


2 
cos х-2) Oc 4-2-2 kno x =3Z + ka 
4 E 
d'ou les solutions dans IR sont : D кт; 3 116 + Кт zi eZ). 


3) a) f(x)- 4sinx .cos?x — sin2x = 2 SCH .cosx) s —Ssin2x 
= 2sin2x . cos?x — sin2x 


-sin2x (2cos?x — 1)= sin2x .cos2x =sin4x 
b x 21)-14 Lsin( ЭН ( 8) 
) f (s)+f(x+Z)+f(x+ 3 5 sin4x + sin 4x + 3 7 sin 4x + 3 
-1 их + sin lex - 22.22]. sin (4x + 22 22] 
2n 


D'ou f (x)+f (x z ch, EE ax + 22 3 )+ sin lax - 2x] 
21| 


=L sin4x + sin4x. соѕ27 +соз4х. sinat + sin4x. соз — cos4x 81125. 3 


2 
x coss - Asin4x _ Zeen =0 


J2 


4) zl 20 ou encore sin4x -5> 0 


d spat Л 
= Lon 2 SIn4x + 


Soit sindx 23. < Z + 2k < 4x «ЭЕ + 2ka; (k € Z). 


2 4 
Es 3л + Кл 
edi 5х 516+ 2 ;(kez) 


.T T Кл Зп Кл 
Les solutions dans IR sont : 167 2? Set 2 ] avec keZ. 


NS On remarque cos3x -4/3 sin3x s'écrit de la forme a cos3x + b sin3x 
r=4a? +b? 4143-2 et cosọ = а=: sing den 
d'ou cos3x —3sin3x =2cos Ë + z) par suite fm (x) 2 2cos k ++ ch 242 -m 
l'équation fm(x)=0 est équivalente à 2cos Ë + z- т 242 soit 

z) m= 282 cette équation admet des solutions lorsque 


cos k +43 


EE car -1<cosx <1 par suite —-2+2/2<ш<2+2/2. 
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Donc fm (x)= 0 admet au moins une solution si et seulement si 
me|-2+2V2 ,2+242| з 

2) #5(х)= 2cos (x +% z); 42-46 (x)=0 о cos(x +2} га; 

Soient M et N les images des points solutions de l'équation 


cos(x +) = d'ou MAN c'est les images des solutions de 


l'inéquation icosX 2 c 3 + Ikr < X 38 + 2km avec X=x dm 





par suite SE SIT + 2kr 





3 4 
4 137 57 
soit 12 +2kr<x<:+2kr. 
11 
Or xel- 5 | z] donc les solutions sont : [0.22 141 SE xl 


d 1) а)созх =0 сэ x - + Кл ;sinx=0 S х-Кл 


donc D=R- Bebe, km (k e Z). 


sinit x) _ cos(x+X) sinx , cosx __ (x) 


b)f(n+x)= - Â 
) ( ) cos (nt +x) 8Шш2(л-х cos?x  sin?x 
_ sin?x — cos3x 


COS X зш?х ` cOS2x .Sin2x 


_ (sinx -совх ) (sin?x + sinx . cosx + cos?x) 


cos?x .sin2x 


| 122) 
(sinx A cosx) d Т jsin2x _ (sinx - COSX ) (4 + 25іп2х) 
Z sin?2x sin22x 





3) a) sinx — cosx = 0 < cosx = sinx €» cosx = cos lz _ x) 


zd. zd 
х= х + Za 2х z + 27 
< d ou < 400 
x= 22) + X Ak 0 = + 2Кл impossible 


2x= =5+ 2knex= kr (ke Z) 


; T 
Les solutions dans [0,7 ] sont : P 
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b) On sait que —] <sin2x <1<> 2<4 + 2sin2x € 6 d'ou4+ 2sin2x »0. 


* sin22x 20 ; sinx — cosx = 4 EE 47: 2sin k-z) 


* sinx — cosx 20 €» sin ло <> ären Ben: 2 


soit Z + 2kx < x < X en 


л 
b uw 0 А ЫГ Л. 
sin x — cos x - | + ! + | | 
f(x) - + + 
c)e(x)- /f(x) définie si et seulement si f(x)>0 


D, 0, я]= E. del 
NU 1) cos5a = cos (a * 4a)- cos a . cosa —sina . sinda 


=cos à COS p (2a)] -sina .sin (2а х2) 

=cosa [2cos22a _ Ц- sina [2sin2a .cos2a] 

=cosa |2 (2cosa - 1) – d sina Ë (2sina . cosa) (2cos?a — 1) 
8cos*a — 8cos?a + Ц- 4cosa (2cos?a — 1) (1— cos?a) 








—cosa 
—8cos?a — 8cos?a + cosa + 8cos?a — 4cos?a — 8cos?a + 4cosa 
—-16cos?a — 20cos?a + 5cosa. 


2) On développe la quantité : 
(x 4 1) (4x2 - 2x –1)= 4x3 — 2x32 x + 4x2 2х -1 = 4x3 42x? -3x -1 


d'ou (x + 1) (4t - 2x — 1) =(4x3 + 222 -3x -1)(4x2 - 2x -1) 
-16x? — 20x? + 5x +1. 

3) On pose х = cosa. (cosa + 1)(4соѕ?а — 2cosa — 1) =16cossa — 20соѕ?а + 5со$а + 1 
En utilisant le 1) on obtient : (cosa + 1) (4cos?a — 2cosa —1) = cossa +1 


Pour a= on à : cos5 = +1=0 
Donc ost + hee? _ Joo? - 1)= 0 or созт z-1 
Donc cos% est une solution de l'équation 4cos?a — 2cosa – 1= 0 


QRS 
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x = cos * est donc bien solution de 4x? -2x -1=0. 


А — 4-416 = 20. 








Les solutions donc : x'= 





8 
л , z Lë 
Or cos? > 0 d’ou соз = 4 ` 


Кы 2 
4)* sin + cos? =1 d'ou sin? A cosa =1- а d 


or sing > 0 d'ou sin? = EI i 4110-3245, 22 


GEN ж EE 





* cos2Z = = -2с0848-1 


* sin2Z = 1. os = h 1 I . 


1+ cost 


* Jt 2T 212... 5 íT 
созт "Zone: —1‹= cos 16 ` 2 or созт >0 


22 ев - mm „Във 1556 


* 18 27. 5335. 23 3-5 s T 
sing = =1— cos? 10 1- or sin > 9 


m 1l = 


10 2 


Wi 1) B (x)=1+ 2cos2x + cos4x =1+ 2cos2x + (2cos22x —1) 


= 2cos22x + 2cos2x = 2cos2x (cos2x + 1) 
* B(x)=0< cos2x =0 ou cos2x +1=0 





d'ou 8Ш 5 


€»cos2x = 0 oucos2x = -1 S 2x = 5 + krou2x = mx + 2kx 


х= 2 q ux = Ë + ku; (kee Z) 
4 2 2 


d'ou Dr «IR ~ EE z ka (k e 2) 
2) a) Ах)--1--2с082Х — cos4x = —1 + 2cos2x — (2cos22x -1) 
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=2cos2x — 2cos22x = 2cos2x (1 — cos2x) 
=2cos2x [1 -(1- 2sin2x)|= 4cos2x .sin?x 
de même pour B(x)= 2cos2x [ (2cosx — 1)+ t] = 4cos2x . cos?x 


. Alz A 
par cate (9-4) = demie cu 


A (zz) 


b) tg 8 Ї 8 Ba] 187 1+ 2 cos 4 cos À EZE 
8 


SEN 





et p (Zz). 1+ 2соз + cos E =1+ 42 par suite (dl 
8 4 42 +1 


7 7 
d'ou ques (8-1 or tg 78 <0 donc 8 = 1-12. 


3) sinx + (2 - 1)cosx -1 


sinx.cos ZZ sin ZZ совх 
sinx — re. cosx Б ТЕ Ва 8- 
8 соз ZX соз 


ЕСКИ" 
sin | 8 сөзе € sin 8 sin 2 8 


soit «ou Suc fE Den, + 2k (ке?) 


x= + 2kx 


7л 7л | Jx.) 
sinx . cos — sin t . cosx sin Ix _ X 
4) sinx + (V2 —1)созх -1- 8 8 E A бё у 
cos Iz cos ZT 
8 8 


cos(x - 7x) 
sinx + H — 1)eosx -120 o — 8 -120 


Im 
cos 





7т | KA 7л 
or cos 8 «0 donc cosix 8 <cos 8 
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IE Lok < x — ZZ. < IT + gk > ZZ + kx < x 2n + 2kn 
4 8 8 8 
Din 0.41-  л| 

1 ) En utilise la formule cosa + cosb = 2cos (atb) cos SE 


On obtient alors : cosa + oof = 2cosr .cos (Ер -2cos%. 


27. 87 _ 3T _ Эсосэл 
et cos2 5 + cos 5 -2с087.С08-5 5 2cos= 5 


or cos (z —x)=—cosx donc -cos ал = =cos Ë = эт). cos2Z 





par suite : соѕ21 + соё = = 2с0547 a- =2 созот _ ils Joes 3.02. 


2) a) 1+ cos 22 + cosa + cos 2Z ол + coss =0 
2x 8x), ( 4n 6x. 
14 2 + соз / + pos + cos ç: 0 
En utilisant 1) l'équation devient : 


1+2 соғ –1|+ -2cos% =0 ou encore does = 2с082 -1-0 


T E RET. 
alors cos— est une solution de l'équation 4X? -2X -1=0 


b) 4X? - 2X - 120 on calcule A'=1+4=5. 





= T 
Alors x „l+ 0 et X"=1 45 «0 or gos est une solution positive 





4 
de cette équation d'un coss _ l+ 25 : 
3) a) f(x) =4sinx . cos3x — sin2x = 2cos2x (2sinx .cosx)— sin2x 
= 2cos?x (sin2x)— sin2x = sin2x (2cos?x — 1) =sin2x .cos2x = Isindx i 
b) 4f(x) —1=0 ou encore 2sin4x -1=0 & sin4x =} | 
4x = + 2kx x= Zik 
< 40u <> dj ou ; kez. 


EUM: EL. kr 
4x =T 6 +267 x 2472 


(x „Ей Ze, ken (сел) 
SIR = SERA 22472 ; (ke Z). Les solutions dans Ez ,@ | sont : 
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л 132 lbs —23 5л I7z —7л Iw 
247 247 24 7 24 ? 24? 24 ' 247 24 


c) f(x)- x . COSÁX = sinx. l sin4x _ zd .cos4x = sinx 


ou encore sin4x. cos% — cos4x. sin? = Sinx 


4х - =x + Zen 


sin х - zl. sinx = < ou 


-T = 
3x = +2kx x o *2kn 
<> j ou <> q ou ; keZ 
4n An , 2Кл 
5x = 3 -2Кл “165760 5 


л,2Кл 4n, 


donc les solutions dans IR sont : 9 Цас 157 T: (ke Z). 


S à 


5 
4) f(x)+ E 20 soit Isindx + 2 20 <> sin4x >— оп роѕе Х = 4х. 


L'inéquation devient : sinX > E . 


Soit M et N les points du cercle trigonométrique d'ordonnée — = les 


B 


images des solutions de l'inéquation sinX > SCH est l'arc MBN 
d'ou snx- o-z 2kn < X < ÏZ + 2kn 


or X 24x d'ou -2 + 2kn x 4x <Í 2kn 


AU Кл < kr N M 
ou encore Dr SX а 2 
Les solutions dans IR sont : [ “12 z. kx, 7 z + ka ] avec k e Z et les solutions 


dans [0,27 ] : sont 
Pour k-0;xe[-.5,2] or xe [0, 2x] donc la solution est [02] 
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Pour К-1:хє| 2X =le [0, 2л] donc la solution 2 2 
12° 12 6 


Pour k=2;xe Hz ; aje Їс [o , 27] donc c'est une solution. 


Pour k=3; x <| z Um Hs Їс [0, 2x] donc c'est une solution 
Pour k-4;xe[ 232, Ina T | or x e [0,2] donc la solution est [ Z 2x | 
Finalement la solution dans [o, 2л | est: 


[0,2 ]u[32, 3x Jo [15,58 ]u (UE, De | o [227,2 | 


1) cos3x — V3sin3x = 2 ЁС. El =2cos bx + z) 


Alors l'équation cos3x — „Bsin3x = 2cos 5 + 2) est équivalente à: 


2cos bx +2)=2cos x +22) ou encore cos bx + ЫН cos k 22) 
3x + Z =x + 2 +2kx 2x =T. + 2kx x = ад 

< < ou <> j ou <> < ou :kez 
3x + Z =x E + 2ka 4x = -п+ 2kn х=-Ж+ ÈX 

зке LE + kre =Z + (ke ZJ. 


6 6 444 4 
2) D=Íx € IR /1-2sin2x « 0) 


1— 2sin2x 20 <> sin?x =1 €» sinx EX n ou sinx —— 
2 JS 


T -Sn -7 п Зл -3T j 
ç (3 алза. ed 


= 


х=+2Кл x=- 4+2kr 
2 2 3 5 
< sinx => ou sinx = © ou ou < ou 
mri T: = T 
X=T 4 + 267 x Ve 2kx 
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Trigonométrie Solutions 


mo ET 
= + 2kx x 4 + 2kz 


<> q OU ou sou 





-37 _ ÍT 
DE 2Кл харж 2Кл 
D= IR VE + ka, =Z + kaj, 
b) cos3x — A 3sin3x = 2cos бх+ z) donc cos3x — B 3sin3x — 2cos (x + p 


= 2cos bx + 2). 2cos k +2) - 2 [cos Ex ++ =). cos Р + Sal 


3 
3x +E + x+ 2E M 
=2|-2sin _ À 3 .sin RRR 


Р T| c: т 
= -4sin bx + z) sin | -8| 

| -4sin bx 4 z) sin k = z) —4cos2x .sin k = z) 
Par suite f(x) ee E F =Ë 
= т 
= -4sin lx - z). 

Tj- EM A 
c) r (z) Asin lz - z). 4. sin A а) 4807 d'une part 
mo л_ 2) 
cost 3.sin 2cos (s 2 + 


D'autre part f Е 2 = 


cos 
EE 
- "=k 
2 





TE CE 


d'ou dein 2546: 42 e» sint. 206-42 2 =L (3-1) 


3) a) созуу =y 8) 4.81 [8529] 
«эз - (£) 6: Ds.) 





Trigonométrie Solutions 


b) (5 + 1)cosx + в - 1)sinx <2 


32 (5 +1).cosx +32 (45 - 1) sin K< 242 
x 1-7. 


ыккый чыш 
808155 cosx + sin75 - .Sinx < 2 <> COS 12/^ 2 


Soient M et N les points du cercle trigonométrique 


2 zs 
d'abscisse №2 les images des solutions c'est l'arc MBN 

M 
Jm lix 
E < x Л. LIT 
4 + 2km < x 15 $4 t2 <> + 2kx < x < 6 + 2kx 
d'ou l'ensemble des solutions dans IR c'est : lz + 2Кт, 11; 5 


avec ke Z. 
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Rotation Résumé de cours 








Chapitre IV 
Rotation 








m Définition ` 
Une rotation r de centre A et d'angle a est une application du plan vers le 
plan tel que : 
* Pour tout MeP Si MzA , on associe М” tel que 
(AMAM)=a Ол) et AM = AM. 
*SiM=A alors r(A)-A. 
On note : r (A,a) (M) =M'. 
B Définition : 
Toute application du plan dans lui-même est une isométrie 
si elle conserve les distances. 
e Toute rotation est une isométrie. 
Ш Propriétés des rotations : 
Dans ce tableau les images des points A, B, C et D sont respectivement А', 
B',C' et D' par la rotation de centre O d'angle o. 

















Une rotation conserve Signification 





Distances АВ =А'В' 
L'alignement A, B et C alignés alors A B ' et C' sont aligné 














Le parallélisme (AB)//(CD) alors (A'B)//(C'D) 
L'orthogonalité (AB)L(CD) alors (A'B'}L(C'D') 
Les angles orientés ABCD | = (AB, CD)( (2x) | 


| Le contact Les 1 |V de deux courbes tangentes sont deux 
courbes tangentes 




















Les intersections de —- L'image de l'intersection de deux courbes est 






































courbes e] l'intersection de ces courbes 
Le barycentre C barycentre de ((A,0)(B,)) barycentre de 
= C' est le barycentre de{(A',a)(B'B)} 
| Le produit scalaire АВ.СОР-АТ СТУ 
L'équipollence AB = CD > AB = CD' 
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Rotation Résumé de cours 








= 
Ш Propriétés particuliers : 

roa) (A)=A 
Alors AB = A'B'et (AB,A'B') =o (2л) 








I (0,8) (B )= B' 
Théorème fondamental (a z 0 (2 T » 
Si A, B, A', B' sont quatre points tels que AB = A'B' et (АВАВ) =o (2л) 





alors il existe une unique rotation telle que r(A)-A' et r(B)=B' 








Si а =0(2 л) alors il existe une translation tel que АА! =BB' . 


Une rotation transforme : 
*Une droite en une droite. 


‘Un cercle C (A,a) en un cercle C: ({A) a). 
*Un segment en un segment isométrique. 
e Une rotation r(o,a)est une bijection et la réciproque est une rotation de 
centre O d'angle —a , qu'on noter '(0, a )=r(O, -a). 
B Composées : 


e  Composées de deux symétries axiales : 
S, et S, deux symétries axiales d'axes respectives Aet A'. 








Si A//A' alors SaoSAest une|Si Aest sécante à A'alors SaoSa est 


translation de vecteur 2AA' ауес | HG rotation de centre A avec 


AEA et A'eA' et AL(AA). {А }=Ас\А\' d'angle 2 (s | d ' 
SA'OSA= toza: S 
u : vecteur directeur de À 








=> . 
u' : vecteur directeur de Al 





Cas particulier: Si А L A' alors S«oSaA-Sa est une symétrie centrale de 
centre À. 


Ш Composées de deux rotations : 


e La composée d'une rotation d'angle a et d'une rotation d'angle f de méme 





centre A est une rotation de centre A d'angle a + B 


° Si a+B=0(27) alors T (Aa) O T (AB)est une identité du plan 
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Rotation Résumé de cours 


а 


- Recherche de centre de la composée de deux rotations de centre différent 
f= Nia) O mn 

Si a + B = 0 (2a) alors f est une translation 

Si a +B = 0 (2л) alors f est une rotation 

* Choisir deux points A et B dont on connait ou dont on peut facilement 
construire les images A: et B' par f. 

* D la médiatrice de [ААТ et D' la médiatrice de [BB] 

Si D et D' sont sécantes en O, alors O est le centre de la rotation f 

Si D // D' alors le centre de la rotation f est le point d'intersection de (AB) 

et de (AB). 


*Si non sa dépend des énonces de l'exercice 
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Rotation Enoncés 


ENONCES 








Ç ABCD est un carré direct de centre O. Soit Ï le milieu de [AD] et J le 
milieu de [CD]. 


T 


1) Soit r la rotation de centre O d'angle 2 


de A, D, Cet J ? 
2) En 464шге que les droits (AJ) et (BI) sont orthogonales. 


V/ asc un triangle direct et H son orthocentre. 
1) Construire les points D, E, F tel que : ТА z) @ )= D; 
"12 


ТА 8) (c)- p et SA(E)- F. 


. Quelles sont les images par r 


2) Montrer que [ag] CF: 


3) Démontrer que les droits (BC) et (DF) sont perpendiculaires. 
4) Que représente la droite (AH) pour le triangle AED. 


ABCD un parallélogramme. On construit à l'extérieur de ce 
parallélogramme, les points E et F tels que les triangles AEB et ADF 
soit équilatéraux. 

1) Soit r la rotation de centre F qui transforme D en A. Montrer que r(C)-E 
(on pourra poser C'=r(C) et montrer que C' =E). 
2) En déduire la nature du triangle EFC. 


Р 
Les deux rectangles ABCD et AEFG c 
sont superposables. 
1) Démontrer que les droites (GE) et (BD) 
sont perpendiculaires et GE = BD. : F : 


2) Démontrer que AIJ est rectangle isocéle. 


ABC un triangle rectangle isocéle direct de sommet principal A : 
1) Construire À ' = "(B z) (A) puis le point C' = "(A z) (C). 
E '6 
2) Démontrer que A, A: et C’ sont alignés. 


OG 


Rotation Enoncés 


Les triangles ABC et CDE sont équilatéraux direct tel que C = B*D 
et O désigne le point d'intersection entre les droites (AD) et (BE). 


1) Montrer que la rotation | O, 2x) transforme ABC en CDE. 


2) Trouver une autre rotation ayant aussi cette caractéristique. 
ABC est un triangle direct quelconque ` АВС:С, et САВ,В, sont les 
deux carrés indirects construits extérieurement à ABC. Soit r la rotation 


л 
2 
1) Soit B'=r (B). Construire B et justifier que A est le milieu de pl 
2) Soit I le milieu de [BC] et r =r (D. 
Construire I. Justifier que (АГ!) est parallèle à (В:С:). 
3) Etablir que la médiane issue de А dans ABC est la hauteur issue de A 
dans АВ,:С,, 


de centre A d'angle 


Nš всь un carré indirect on construit les triangles équilatéraux directs 
BCI et DCJ. 

1) Soit E le point tel que AEC soit équilatéral direct. Montrer que B, D et E 

sont alignés. 


2) En déduire que A, I et J sont alignés. 
ха un triangle direct quelconque. On construit à l'extérieur de ce 
triangle les carrés BCRS, CAMN, АВРО de centre respectifs O;, O; et О). 


1) a) Utiliser une rotation de centre C pour démontrer que les segments [AR] 
et [NB] sont orthogonaux et de même longueur. 
b) En déduire qu'il en est de même des segments [c'o, | et [c'o:] ou 
C' désigne le milieu de [AB] 
2) Utiliser une rotation de centre C' pour démontrer alors que les segments 
[OA | et [0203] sont orthogonaux. 
3) En déduire que les droites (АО) (ВО 2 }et (CO з) sont concourantes. 


V ABCD est un carré direct donné. Construire un triangle équilatéral 
AMN tel que N et M appartiennent respectivement aux droites (BC) et (CD). 


NV ABC un triangle équilatéral de centre O et САВ, AC)=7(27) . On 


désigne par M, N, P des points appartenant respectivement aux cótes [AB] et 
[BC] et [CA] tel que AM = BN = CP 
(M # A et M z B). 
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Rotation Enoncés 


1) Montrer qu'il existe une seule rotation R qui transforme A en B et M en N. 
2) a) Déterminer une mesure de l'angle de R. 

b) Montrer que O est le centre de R. 
3) a) Déterminer les images des points N et P par R. 

b) En déduire que MNP est équilatéral. 
4) Soit C, et C; les cercles circonscrits respectivement aux triangles АРМ et 
BMN. 

a) Montrer que R(G:) = Go. 

b) E єС et r(E) = E’. Montrer que M, E et E" sont alignés. 
5)ї=т OT pe 

(A) Q2 
a) Déterminer la nature de f et préciser son angle. 
b) Construire le point D l'image de O par = 


c) Montrer que r „ (D) = 0. 
(A,—) 
3 
d) En déduire le centre de f. 


Soit ABCD un carré de centre I tel que (AB Ар) => Ол) i 
1) a) Construire le point I* tel que ui A zo 
"2 


b) Montrer que les droites (BI) et (DI ') sont perpendiculaires. 
c) Un point variable M décrit la droite (BC). Quel est l'ensemble des points 
M' images de M par {А л) : 
27 


2) Soit le point Ij définie par г, all )=I . Construire I; Quelle est la rotation 
Р (A) 


qui transforme I; en І' et I en ['' avec (I'=SA (1)) 
3) Montrer qu'il existe une rotation R qui transforme I' en Ï et A en С. 


Préciser le centre et l'angle de R. 
ABC un triangle équilatéral tel que (AB,AC) = SE , Í est le milieu 
de [BC] ; J le point tel que B soit le milieu de [JC], r; est la rotation de 


3 et г; est la rotation de centre B d'angle -2n Р 


3 
1) Soit À ' et B ' les images respectives des points A et B par 
l'application ro го. 
a) Montrer que I est le milieu de [АА]. 
b) Montrer que В est le milieu de [ABY]. 


centre A et d'angle 
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Rotation Enoncés 





2) En précisant la nature de rz o гү. Montrer que pour tout point M du plan, 
est le milieu de [MM] ; M = ri(M) et М» = r (M). 
3) Montrer que r;on est une rotation dont on déterminera le centre et l'angle. 


Nid Soit ABC un triangle, BOA isocèle et rectangle en O et ACO' est 
isocèle et rectangle en O ' et tous directs. 


1) Soit r la rotation de centre O d'angle 2. 


2 


Soit r' la rotation de centre O ' d'angle PE 


а) Déterminer l'image de B par r'or. 

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de r' o r. 
2) a)Ile milieu de [BC]. Quelle est l'image de O parr' or? 

b) En déduire que le triangle OIO' est rectangle et isocéle. 


NS Dans le plan orienté, on considère un triangle rectangle et isocèle AB ` 
tel que (АБАС)-2 Ол), оп note 1, J, К les milieux respectifs des 
segments [BC] ; [AC]; [AB]. 

1) On désigne par ef 6, et 6. les сегсІеѕ de diamëtres respectifs 


[AI], [BI] et [cr]. Soit r la rotation de centre I et d'angle dont une mesure 


est 2) Déterminer les images par r de бє et б,. Par quelle 


transformation passe —t-on de 6c à Cu. f 
2) a) À tout point M de 6, distinct de I, J et K, on note N le point ой la droite 
(MK) recoupe 6, et P le point ой la droite (MJ) recoupe Gc. Оп note Р! 
= r (P). Etablir que les points J, P, P' sont alignés (on calculera РЈРР). 
Déterminer alors Р' = г (P) et M: = г (M). 
b) Еп déduire que І est le milieu de [NP | ес que le triangle MNP est 
rectangle, isocèle. 


Soit ABC un triangle équilatéral tel que (ABAC) =Z (21) .C le cercle 


de centre O circonscrit au triangle ABC. 

D Soit Ï , J, K les milieux respectifs de [BC], [AC]et [AB]. 

1) Soit r la rotation qui transforme A en B et J en K. Déterminer son centre et 
une mesure en radians de son angle. 

2) Déterminer les images de I et K par r. 

ID On construit les cercles G erf, de même rayon de centre respectifs B et 
C et tangentes extérieurement l'un de l'autre. 
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Rotation Enoncés 


1) Soit M un point de E, et M: de G ` tel que (BM /СМ)- x). Montrer 
que la médiatrice de [MM'] passe par un point fixe que l'on précisera. 


2) Soit D le point de É diamétralement opposé à Aet M' ' l'image de M: 
par la rotation R = R(p 2л) : 
? 3 


a) Déterminer R(C). 
b) Montrer que М' et M' ' sont deux points diamétralement opposés du 
cercle (Ó `). 
Soient [AB] et [CD] deux diamètres perpendiculaires d'un cercle 


бО) tel que (0A,0C)=Z x). Soient E un point fixe de l'arc AC ne 


л. 


contenant pas le point В еї R Ја rotation de centre А d'angle 2 


1) Montrer que R(EC)=(ED). 
2) Soit Me |JEC[ et Ne]ED| tel que CM = DN. Montrer que RM) =N. 
3) Soit f différent de le d'identité f -S(45)o R ауес S(AB) est la symétrie 
orthogonale d'axe (AB). 
a) Déterminer f(C) ес f(A). 
b) Trouver la droite A tel que R=S(AB) 0 SA ; puis caractériser f. 
4) Soit Ï = M*N. Montrer que IA = IE. En déduire que I varie sur une droite 
fixe lorsque M décrit |EC| . 
Soit ABC un triangle équilatéral tel que (aB, AC) e (x), Ij, то et rs 
désignent des rotations : r; = TA en r2 SC et r; = (ez) 
1) On note Ciz r (O) ; А»= r(A) et Csr (C). 


a) Construire А, Ci, C» et trouver la nature du quadrilatère АССА». 


b) Montrer que ССС» est équilatéral dans le sens direct. 
2) On note I = A*C, J = B*C et K = A*B. 


a) Vérifier que r4(I)-J et montrer que CiI2CjJ et que ЈЕ (2x). 
b) Soit O le point commun de (ВС let (АС) . Montrer que О est le centre 


de gravité du triangle CCiC2 . 
c) On note K' = r; (K) vérifier que BK* = BK et déduire que K'-S(sc) (K). 
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Rotation Solutions 


CORRIGES 








Ç 1) OAB est un triangle rectangle et isocèle en O, 
donc OA = OB et (03.08) = 2 (2x) 


Donc r(A)=B de méme r(C)= Detr(D)- A . PRO | 
* Опа r (C)= Det ((D)= A ог J=C*D х 
et une rotation conserve les milieux. 

Alors r (3) =r (C)*r (D) soit r (J) = А or D*A =1 

Ainsi r (J)=1. 


2) ((A)=B et r(J}HI alors (4781) 3003) par suite (AJ) (BI). 


AB=AD 
М p rlag)@)= dech Z (2x) 


AC=AE 
е-е эв 


c J 


(АСАЕ) AE}= -2 (27) 


2) S(E)- F&A = E*F alors AE=AF ANS 
orona: AC=AE d'ou AC=AF 
(AC,AF )- (АС,АЕ )+ (AEAF )0л) PX 


sun il 20x) B C 
par suite : AC=AF et (AGAF)=Z (л) d'ou da Z)(C)=F- 
3) r |да) (C)=Fetr kale Dalors (СВЕБ)- 
(СВ) (FD). т 
4) Оп a (АН)1(ВС) et (ВС)ЦЕР) alors (AH)//(DF). Dans le triangle EFD 
on a À = E*F et (AH)//(FD) donc (AB) coupe [ED] en son milieu par suite 
(AH) représente la médiane issue de À pour le triangle AED. 


М 1) ADF équilatéral donc FA = FD et (ЕБ, БА)- == Z (2л). 


5 (2x) donc 


Cela prouve que A est l'image de D par la rotation de centre F d'angle Cx) 
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r est la rotation de centre F d'angle ыг! : 
Posons r (C)=C' comme r (p)=A 
Donc DC = AC” et (DC, АС) - £n). 


AE = AB (AEB équilatéral) 
et AB = DC (ABCD parallélogramme) 
par suite AE- DC 


de plus pc, AE) -[AB, AE) (2x) саг DC-AB 


et (8, AÉ)= - $n) (ABE équilatéral) 


donc (bc : AÉ)=- £x). 





On vient de montrer que AE = AC' et ES AE) = DEAC) (Ол). 
Cela prouve que С”=Е et donc que i(C)- E. 
FC-FE 
2) UE (Q-Ee TOME d'ou EFC est équilatéral. 
ЕС, ЕЁ) =-2(х) 


М 1) On a AB = AE et (AB,AÉ)= z (Ол). Alors r la rotation de centre А 


d'angle 5 transforme B en E donc r (B) = E. 


On a AD = AG et (5, AG)=z (2x)alors r (D) = G. 


Par suite r (D) = G et r (B) = E d'ou DB = GE et (DB,GE)= Z (дл) ou 
encore (DB)1(GE). 


2) On a : I = B*D comme r conserve le milieu 
alors r ([) =r(B)*#r(D)=E*G ог E*G=J. 
AI АЈ 
D'ou r (1)= Ј < (Ai, Aj) = 3x) par suite AI = AJ et (AD (АТ) á 


Finalement AIJ est isocèle et 2 en A. 
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Rotation Solutions 
ВА-ВА! 


1) (вд) (А)=А'= 
(BA, BA)» Z (л) 
AC=AC' 
(Ee cele AC. 16x) 
2) (1) donne АВА’ est équilatéral direct donc (АА, AB)= Z Qn) 
(ХХ,АС)-(ААХ,АВ)-АВ, AC)+ (AC, AC x) 


= +® 2 + Z Za л(2л). 


D'ou АА! еї AC' sont colinéaires par suite À, А' et C' sont alignés. 


МУ »(ckcx)e(EcD)-(cBcB)-(cHCA)G) `. 
з-Бэа-( 5 (04)-8 (90) Ve 

comme АС = BC m. équilatéral) et CE = A 
(CED équilatéral) or BC = CD par suite AC = CE (2) 
(1) et (2) donnent ACE est un triangle équilatéral direct. 
* ABCE est un parallélogramme donc (BE) coupe [ac] en son milieu donc 
(EB) est une médiane de ACE. 
* ACDE est un parallélogramme donc (DA) coupe [Ec] au milieu d'ou (DA) 

. est une médiane de ACE. On conclut que (DA) et (EB) sont deux médianes de 
ACE par suite 1 est le centre du cercle circonscrit à ACE. Par conséquent 
OA = OE= OC et (GA , oc)=2z (2) (0C | ОЕ)=2л (2x); (GE A ОА); 27 (л). 


Donc la rotation de centre O d'angle KR transforme A en C ; C en E. Reste 





à montrer que r(B)=D ; Ona (OB,0D)= (oRoz)- 22 (2л) 


ОВ=ВЕ-ОЕ 
alors OB = OD. 

OD=AD-OA 
. D'our (B) =D finalement la "To transforme ABC en CDE. 


2) 
2) On a CB = CE et (cB, Sab = (2л) équivaut à E (B)=E 
? 3 
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et CA = CD et СА,СБ)=-2л (x) équivaut à Ч с- _ 22) (A) = D 
or в Z 2л) (c)=C.D'ou la rotation de centre c d'angle T 2) | transforme 
3 


АВС еп DEC. 


АВ-АВ 
Ni ) ((B)=B'— БЕЛЕ 5) ke 26) IX 


Ga XS к Б} Pul (2x). 


Donc AB' et AC» colinéaires donc A, B' et C; sont alignés. Comme 
AC2=AB (АВС,С, carré) et AB = АВ! d'ou АВ! = АСраг suite А = B' * 
C2. 


D 10)-1 S [ч KÉ 2 n) 


* AC = AB; et (ACAE;)- 2 5 (2x) (ACB;B; carré) donc r (C) = Вз. 


* Ï étant le milieu de [BC] alors r (1) est le milieu de r [BC]=[B'B2] d'ou 


1-8" Вэ. D'après le théorème des milieux dans le triangle C;B' B; 
1-8 * B> et А = C; * B: donc (Al')//(B2C2). 


3) On a: (i AT) = Z (2x)alors (AI) 1 (АГ) Comme (AI) // (B;C2) donc 
(АТ) 1. (В-С:). Par suite (АТ) est la hauteur issue de A pour le triangle АВ:С, 


1) On a BC = BA (ABCD carré) o 
EC = EA (AEC équilatéral ) et DC = DA (ABCD carré) >s 
donc B, E et D sont sur la médiatrice de [AC] i „з 
par suite B, E et D sont alignés. 
2) On a BIC équilatéral alors CI = CB et (СБ, Gi-- (x) donc 
GE 2 (B)=I de même 6 а) (D)=J et Te z) (E)= A. 


On sait que B, E et D sont alignés et une rotation conserve l'alignement alors 
I, J et A sont alignés 


NN 1) a) ACNM est un carré. Alors CN = CA 
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et Kick 2 Ол) donc fca fN)- A. R 
* CBSR est un carré alors CB = CR 
et (CRCR)- > (2x) donc (сд) (B)=R. M 





Comme (сл) (N)=A alors | PAN 
(BN,RA)= 20) et BN=AR D'ou (BN)L(AR)et BN-AR . 
b) Dans le triangle ABR on a : C' = A*B et O, = R*B donc C'Oi=LAR d'ou 
(CO (AR).Dans le triangle ABN опа: C' = A*B et O, = A*N donc 

СО: =J BN d'ou (C'O2)// (BN) ог (BN)L(AR) d'ou (СО) (AR) comme 
(AR) // (C'O,) par suite (C'O2) L (СО). 

* C'O=TAR=LIBN ог 1ВМ-СО: par suite C'Oi-C'O». 


2) * Опа: C'Oi=C'O2 et (Co,co;)=# л) donc ca (О0)-0:. 
* C'Os=C'A et (C'A;C'Os)= Z (2) Donc (са) (А)-05 comme 
Tez) (O1)= О d'ou AO1=0203 et Lo ,osO;]= 30) ой encore 


(O:4)1(020:). 

3) Ainsi (O, A) est la hauteur issue de О, du triangle O,O;Os. On démontre 
méme façon que (ОВ) et (О4С) sont les deux autres. Ces trois droites sont 
donc concourantes en tant que hauteurs du triangle О,О»О». 


NY, VA étape Analyse : 


AMN est équilatéral ou encore (AM AN)- 5 (2x)et AM = AN 
équivaut {А z) (M)= N. Me(CD) alors r (M) er (CD) on considère 
73 
C'=r (C) et D'=r (D) d'ou Ne(C'D') | 
or Ne (BC) donc Ne(C'D'}n (BC). 


mème étape : construction : 
- Construire (C'D') image de (CD) par r ( А z) 
?3 






- Marquer le point N e(C'D')o (BC). 
10^ 


Rotation Solutions 


- Construire M tel AMN équilatéral direct. 
N 1) On a AM = BN et AM z 0 (M z A) 
lors il existe une seule rotation R tel 
que R(A) = B et R(M) = N. 
2)a) Ona R(A)= B et R(M) =N 
alors l'angle de R est 
(АМ, ВМ) =(АВ,ВС)(2л) :(BA, BC) n 2x) 





_ Z 225 
7 D ^ (27) 





d’où l’angle de R est = 


b) Soit O le centre de R et R(A)=B sig ОА=ОВ et (QA, OB) e ол) 
comme ABC est un triangle équilatéral de centre O 
alors OA=OB et (OA,OB)= = Qu) donc Q= O 
3) a) ABC est un triangle équilatéral de centre O 
Alors : OA = OB = OC et (OA, 0B) e (OB, OC) - (0C, ОА)--2 Qu) 


donc К(В)=С et R(C)-A on sait que AM = BN = CP 
dABSHOSCA Чо 251 IUE i dore AMSKAB (1) 
AB BC CA 
et BN-kBC et CP-kCA (2) Comme R conserve l'équivalence 
alors R(B)R(N)=kR(B)R(C) et R(C)R(P)= kR(C)R(A) 
CR(N)-kCA (3) et AR(P)-kAB (4) 
(1) et (4) donne R(P) = M et d’après (2) et (3) donne R(N) =P 
b) R(P) =M et R(N) = et R(M) = N et comme la rotation elle conserve 
les distances alors PN = MP et NM = PN et PM - MN 
donc PN = MN = MP par suite MPN est équilatéral. 


4) a) R(G) est le cercle circonscrit au triangle R(APM) = BMN 
(car R(A) =B , (R(P) =M et R(M) =N) d'ou ЕС) = 6. 
b) (MEME) = (ME,NE) + (ЧЕ,МЕ)(2х) 








=+ (PN ‚ EM)(2x) (RM) = NetR(E) = E) 


= (BN ВМ) От) car Ес Ç; => R (B) e Q) > E € G. 
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= —+—=71(27 
Wm Qn) 


donc ME | ME' sont colinéaires par suite M, E, E' sont alignés. 


: T 2n 
5) a) f est la composée de deux rotations comme L. I än 


. 27 
Donc f est une rotation d'angles - . 


== E V T 
b O)=D = BD = BO et (BO,BD |= — (2 
aO et (BO,BD) == Qn) 


c) rx (O)=D <> BDO est équilatéral direct. or (BO,BA) - (27) 
з 


donc (BA) est la médiatrice de [OD]. ainsi DA = АО or АО = OB 
d’où DA = OB comme OB = OD par suite DA = OD = OA 


Soit AOD équilatéral. soit AD = AOet (AD , AO)= 20) es | А y» =O 
АЛ) 
d) ХО) = r Or O) =r f 
) 9) АЛ) 62 ( ) (A) Fes 


Donc O est le centre de f. 


T» ш (1) 


€ AÏ = AT et(ALAT) => (2л) 


ON = 1, (D) - O 


a) 


b) ABCD est un carré direct alors 
AB = AD 


et (ABAD)= 5 2л)ош encore 
ЦАА) (B)=D ог {a= Ï. 





Alors BI = DI et (вірг) = Z (zx) 
d'ou (BI)L(DT). 


с) IA) (B)-D et on pose C'=r 


[A z) (C) alors l'image de la droite (BC) par 
"2 
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WR est la droite (DC) et (BC,DC') = - (2x) d'ou (BC)L(C'D) 
72 


or (BC)L(CD) d'ou (DC)- (nC). 
Me(BC)er (лл) (M)er (^) (BC) e M' e (DC). 


Par conséquent l'ensemble décrit par M' est la droite (DC). 
2) ТАЛ) (L) = I< AI, = АГ6ЦАГ, AÏ) = S (2x) 

AÏ) = Z (2m) donc АГ = АҺ 
et (АТАР) AP ET) ou encore d лак ( i)-T. 


* ЅА(П)=1" < (AT, , АГ) = z(2z) et AI, = AI' or Ali=AI 


etona AI = AT «ЦАГ, 


et (АГ,АТ) = 109. : 
d'ou AT=AT" et (АТАТ e (АТ, at J+ (AÑ, AÑ) (2л) = 3 Z nQx)e (on). 
3) ABCD est un carré donc DA = DC et (DA,DC pa 2n) donc т bal) €. 

On a d’après 1** question : BI = DI: et (BIDT ) -5 comme [ est le milieu de 

[BD] alors BI = ID d'ou DI = DI: et (DDT )= 5 (л) 

soit (1301) (DI,DI )= Z Z Qn). 

ou encore (5107 Р -£ s) e (pr. Dijez Z (2л) 

Or DI = DI ' d'ou гай )= I. On conclut que R "oa 
цул а) А' = r or (A) 

(or n de centre A, n (A)=A). 
BA-BA 
d'ou А' = n (A) 
(BA | Sch (2x) 1) 
comme BA = BC donc BA ' = BC. | 
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et (BC : BA)-z (2x) 2) alors (1) + (2) donne (BC : ВА)- BE (2x)donc BA ' C 
est équilatéral d'ou BA' = A'C et BA' = BC = BA = AC (ABC équilatéral 
donc АВ = ВА' = A'C = AC par conséquent ABA 'С est un losange. 
On conclut que la diagonale [BC] coupe [aA] en son milieu I. 

АВ-АС 
b) ABC équilatéral direct < en(B)-«c 

AB, АС) Z (2x) 


alors B'=r; o ri(B)=r-(C)d'ou BB: = BC et ЇЕСВБ- _ 2% (2x) comme 
BC = BA donc BB ' = BA il reste l'alignement de A, B, В'. 

bo BE)=(BA, БО) (BC, BB")(2x) = 2  22)0x) e - (ол) 

Donc A, B et C alignes de plus BC = ВА par conséquent B est le milieu 
de [АВ]. 

2) ry! est la rotation de centre A d'angle —. 


r, or!est une rotation d'angle 2 + =) - (27) donc une symétrie 


centrale de centre H. 

* r (M)=M erg (M)-M or М=ъ(М) par suite Ma-r, ox? (Mi) 
comme r, о! est une symétrie centrale de centre H alors HM; *M: il reste à 
prouver que H = I. 

* Pour déterminer le centre d'une symétrie centrale, il suffit de reconnaitre 
l'image d'un point par cette symétrie. 

En examinant la figure, il apparaît que l'on connaît l’image de C parn от! ; 
norm! (С)= r. (B)-B donc H = B*C or B * C = I par suite Н = I. 


3) La somme des angles r> et r, est 1-48--260 (2x) donc r, on est une 


3- 59 


rotation d'angle s Déterminons son centre on a: ror (A)=A' 


et B'=r, оц (B) donc le centre de ғ, Ол, appartient à la médiatrice de [aA] 
et [BB]. 
La médiatrice de [AA] est (BC) саг ABA'C est un losange d'après 1°° 
question : 
* AC=BA' car ABA'C est un parallélogramme. 
* AC = ЈВ' car B = А*В' = J*C donc АСВ 'Ј est un parallélogramme. 
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On déduit que BA'=JB' d'ou BA'B'J est un parallélogramme or BA: = BC 
(ВСА' équilatéral) BC = BJ (B = C*J) donc ВА! = BJ par suite BA 'B 27 est 
un losange. 

Par conséquent [А7 | est Ја médiatrice de [вв]. Еп conclusion : J est le point 


d'intersection des deux médiatrices, le centre de r; on et J. 


7 1) а) Опа ВОА triangle rectangle М 


et isocèle en O et direct alors OB = OA 

et (oB ,OA)=-Z (27) d'ou г(В)=А. 

et г(А)=С car O'A = OC 

et oz ocjez (2n) ar 

donc r'or (В)-г (А)-С 

b) La somme des angles de r et r' est égale à л donc r'or est une symétrie 

centrale de centre H. 

Or r'or (B)=C donc H = B*C par suite H =I. On à donc r'or- Si. 

2) a) ror(O)=S:(O)=O" tel que О*О"=1. 

b) Гот(О)-1(0)-0О" donc OO'O" est isocèle et rectangle en О”. 

* OO'O" est rectangle en O' et I = О*О'' alors IO' = ІО = ІО'' d'ou OIO* 

est isocéle de sommet principal I. 

* Q'O"=O'O et 10-40" donc (IO') est la médiatrice du segment joo"]par 

suite (oh 1 (IO) donc ТОО" est rectangle en I. 

Conclusion : IOO” est isocèle et rectangle en I. 

N Dr (бс) est le cercle de diamëtre r ( рс) 
c 


omme ABC est rectangle 
et isocéle en A alors IC = IA 


et (c), TA )= 5 (2x) 





ou encore r (C)=A. 

I est le centre de la rotation ainsi r ()-1 
Par suite r [IC |= [IA]. 

On vient de prouver que r Ge = Ga. 

* De même r (64) = ©». 
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*r or (бс) = T (A) = Cr comme rorest la rotation d’angle 


5+2 л(0л)о encore c'est la symétrie centrale de centre I puisque 


(ia) o ii) =r (x) =S1. D'ou $; (бо) = ©». 
2) r(P)=P' S P =IP' et (P, =Z x) 


РР 21). 


* On a P,LJ,C sont sur le cercle Óc alors Pipi)- (ici CI i)( (x) = 2 (z л) 
(т) 


d'ou PIP' est rectangle et isocéle en I Р] , PP' PP)= Р], PI sl, Fi PI, 


=| 


PIP' est rectangle et isocèle en Ï et direct d'ou (Pi, PP' sel, - + 
par suite P; j rel, 0 (27) ou encore P.J et Р' alignés. 

* Déterminons P' = (Р). 

Pe Cc alorsr (P) er (Gc) donc P'e A. 

P,P',J alignés alors P'e (PJ) 


donc Р' e (PJ) ^ Ga et P'# J donc P = M. 
On a dans le triangle ABC: I = B*C et J = A*C alors I =1BA=KA donc 


IJAK est un parallélogramme or, (Ax, А)-20 2x) et AJ = AK = тав donc 
AJIK est un carré. 

Donc r (J)=K comme r(P)=M d'ou r (PJ)=(MK) comme M є 6, гэ (PI) 
par suite r(M) єг (GA) N r (PJ) ou encore Mie Cr N (MK) par suite M’ = N. 
b) r(P)=M et r(M)=Ndonc ror(P)=r(M)=N. Or r o r =Š: d'ou 
5 (P)= N €» Lest le milieu de [PN] de plusr (Р)= М etr (M)- N 

d'ou PM = MN et PM ,MN)=Z (21) par suite PMN est isocële et rectangle 
en M. À 


NZ OA=OB et OA, OB)= 25 (x) 28) ES 


ou encore r (s ж) (A)=B 





3 
OJ = OK et (o1 Ok)» 2 (2 








ou encore Tea) (J )=K 
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2) OI-OJ et Gi, 01-25 T (2x) donc r(I)-J et OK-OI 


et ox, oi)=2 22 (x) donc r(K)=I 


II) Pour montrer que la médiatrice de [MM '] passe par un point fixe revient à 
retrouver une rotation qui transforme M en M' . 


ABC est équilatéral direct alors et AB =AC donc Цаа DEGO pose 


3 


N=r (az) (M)ou encore AM = AN et (м, AN)=2 Z (2x) 
3 


(as (B)=C 
; CH EN 


or (вм ; см) 2 (2x) par suite (CN : см) 0 (2x) 


alors BM - CN et (BM, CN)= Z(2x) 


6. et Ó 'sont tangentes et isométriques alors CM'=BM or BN=CN donc 
CM'=CN et on a (СМ ; см) 0 (2x)d'ou M' = 
conclusion ЫГ г) (м)= M' alors la médiatrice de [MM '] passe par А. 
3 
2)a) (p a) (M')=M" ou encore DM'=DM  ' et |Бм s EE (2x) 
ABC équilatéral et I=B*C donc (AD est la médiatrice de [АВ] or De (AI) 
donc DB = DC et Dc 3 DB)=2z (2x) donc R(C)=B. 
b) R(C)=B et R(M'}=M" alors CM: BW )- 2х (2x) 
(BM, BM*)= (BM, СМ) (cm, BM°J(2z) = + ES (2x)= x (2л). 


Donc B, M et M'' sont alignés. 
Comme Reo = В alors R (6") = 6' comme M: є ("дог R(M') є @' d'ou 


M'* € ^. On conclut que M" et M sont C 
Diamétralement opposés du 6. SNE 
Ч 
V OR _ AB=DC 
donc ACBD est un carré. B A 





Par suite (ac, АБ) Fret АС-АР 


Ou encore R (C)- B. 
D'ou l'image de la droite (EC) par R 
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est la droite perpendiculaire à (EC) en D. 

R (ЕС). (EC) ог (EC) L (ED) 

([CD] diamètre 6 et E e Ó) d'ou R (EC)= (ED). 
2) M e (EC) alors R (M)e (ED), 


R (M)- M' et R(C)=Dalors (uc, M= z et MC = M'D or on a 


MC = ND et MC, ND/=(EC, ED)=Z (x) 


donc (ND, MD)= ND, MC}+ (Mc, мэ) 0 (z) ND et M'D sont colinéaires 


de même sens ог MC = ND = M'D d'ou ND- МР par suite M: = N 
ou encore R (M) = N. 
3) a) f(C)- Sag о R (C) Stan (D) - C d'ou f(C)- C. 

f(A)- Santo R(A)=S(as) (А)= А d'ou f(A)- 


E 
b) A e (AB ) donc il existe une droite Ade vecteur directeur u tel que 


(s. АВ|-1 38207) or (ac, АБ)= 2 (2л) d'ou u - AC. 


Par suite A— (AC) ainsi R = (Ав) o (АС). 
* f = (ав) o R = (Ав) o S(ag) o S(ac) = (АС). 
HR (M)=N équivaut à AM = AN et (AMAN)= A (2x)donc AMN est un 


triangle rectangle et isocèle en A or I ZM*N donc IA = IM = IN. 
2 [CD] diamètre de 6 et E e © alors CED est rectangle en E par suite MEN 


est rectangle en E et Ï = M*N donc EI = IM = IN or IM =IA. 
On conclut que IE = IA. 
• IE- IA donc I varie sur la médiatrice de [AE]. 


NY Do n (O= Cie AC=AC et (AC, АС, )=Z (2а). 


2 
Аз =р (А)с» BA - BA; et (BA, BA; )=Z (2 2x) 

D (С)-С: < ВС= ВС et (BC, ВС:)-2 (ол). 

n (A)= A: etn (C) - C: alors AC = АС). et (АС, А» AC; je tQ x) 


comme (Ac; ў АС)- = (2x) donc Da “АС: AC; = 0 (2x) 
d'ou (AC:)// (А.С) et AC = AC; = АС, 


par suite АССА est un parallélogramme. 


113 


Rotation Solutions 








b) On sait que АСС, est 
rectangle et isocële en À par suite 


CC? = AC? + АС? = 2АС? 
d'ou CCi ex. AC 


de méme CBC, rectangle et 
isocéle en B 


d'ou CC» = 42. BC, 
ACiC2A2 est un parallélogramme 


alors С.С = AA: Sa. AB 
( on a utilisé le triangle ABA;). 





A2 
Comme AC = BC = AB ( ABC équilatéral) on déduit que С.С = CC; = CC 
ou encore CCiC» est équilatéral. 


1 RE: a REN 
2)a) CI= CJ = » CA et ci : Ci )= (ca : SO (2л) donc r; (I) = 


СС:С, équilatéral alors CC; = CC, et (cc ; CG; )=Z (2x) 


LA 


D'ou rs (C) = С» comme r; (1) = J alors ICi-JC» et Ci, C: Ci)» (х ). | 


b) C,C=C,C> et BC = ВС, donc (BCi)est la médiatrice de |СС: | 

AC = АС. «СС. = С.С donc (АС +) est la médiatrice de [ссі] 

donc О l'intersection des deux médiatrices (ВС. Jet (AC:)le centre de gravité 
du triangle CC C; . 

c) ABC équilatéral direct CA = CB et (ca ! св)ех (2x) donc r: (A)- B. 

Or r; (K)=K' donc AK = BK: or K = A*B d'ou BK = BK. 

r (K)=K' donc CK = CK' or BK = BK. 

D'ou (BC) est la médiatrice de [KK'] ou encore So) (K)=K'. 
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Chapitre V 
Les nombres complexes 


1) L'ensemble des nombres complexes : 
C est l'ensemble des éléments notés x + iy avec x et y des réels 


uelconques tels que : 

m WEN 

W Les règles de calculs dans IR s'applique dans C. 

2) Forme aleébrique ou cartésienne d'un nombre complexe : 

Ш Tout nombre complexe Z s'écrit, de façon unique, sous la forme : 
Z =x +iy oü Xx et y sont des réels. 

B x est la partie réelle de Z qu'on note Ré (Z). 

W y est la partie imaginaire de Z qu'on note Im (Z). 

3) Propriétés : 

Z et Z deux nombres complexes tels que Z = х + iy et Z = x° + iy. 

N Z+Z' =(x+x')+i(y +y); ZZ = (хх — уу) + (ху + x'y). 

N Z=Z' со x=x et y =Y. 

B Z est réel < Im (Z) = 

E Z est imaginaire pur < Ré (Z) = 0. 

HZ=0 <= x=0 et y =0. 

4) Nombres complexes conjugués : 

N Le conjugué du nombre complexe Z = x + iy 
ой x et y sont des réels est le nombre Z = x - iy. 

WZestréel e Z= Z. 

E Z est imaginaire pur © Z=- Z. 


E Quels que soient les nombres complexes Z et Z : 
Z\ Z 
SZ Z 0; | |== 
242 + БЭЖЛЭ Z + Z E= el Jee j siz =o;(2)-Z| Z' 
5) Affixe : d'un point — d'un vecteur : 


Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O, u, v ). 
B Affixe d'un point : A tout point M de coordonnées (х, y), on associe 
le nombre complexe Z = x + iy, appelé affixe du point M, noté M(Z). 





—! X 
B Affixe d'un vecteur : А tout vecteur W J on associe le nombre 
y 


complexe Z = x + iy, appelé affixe du vecteur W , noté aff( W ). 
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M(Z = x + iy) | 









M є (О, u) <> Z est réel. | 
M є (O, у) © Z est imaginaire pur. 


A et B deux points d'affixes 
respectives Z, et Zp 


! 
H 
! 
! 
ï 
1 
! 
! 
1 
! 
' 





— 


alors l'affixe du vecteur AB noté : 
aff( AB ) = 7в - ZA = Z 
Ile milieu de [AB] est d'affixe 
_ ZA ЛБ 
2 


6) Module d'un nombre complexe : 
W Le module d'un nombre complexe 2 = х + іу est: 


ld =Vz.Z =x? +у? = OM. 


t 


----- + M(Z =x - iy) 





n entier relatif ; |Z^| - fb 








7) Représentation géométrique d'un nombre complexe : 





=> > 

(О, u, v) un repère orthonormé du plan. 

ш Tout point du plan distinct de l'origine O est repéré de deux façons : 
* par ses coordonnées (x, y). 





* par sa distance OM et l'angle (и, OM). 
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ни Soient M(x, y) et Z = x + iy donc 
М(7), Le module de |Z] est OM. 
* Z = O, alors un argument de Z est 

> — 
pne mesure en radians de l'angle (u, OM) ; 


noté Arg(Z) = (u,OM)(2x). 














8) Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe non nul : 


Le plan est rapporté à un repére 
> > 


orthonormé (O, u, v ). 


m Si Z # 0,Z=x+ Iy ou x et y sont 
deux réels. 


Arg(Z) = 9 et [Д = 2 +y? =r 
x : y 
cos0 = -=== et sin0 = 
[х2 + y? [52+ y? 
Z=x+iy= х2 + 1 = r(cos0 + i sinO). 
y [x24 y? [2+ у? 





L'écriture Z = r(cos® + i sin) est la forme trigonométrique de Z. 
L'écriture Z = [r, 0] est la forme polaire de Z. 
a) O n'a pas de forme trigonométrique. 
b) Tous les arguments de Z sont de la forme Ө + 2kr. 
9) Propriétés : 
Pour tout nombre complexe non nul Z et 77 tels que : 
Z = Ír, 8], Z = [r, 0]. Alors опа: 
a) 7.7 =[rr, 0 + 0?] =rr' (cos(0 + 0) +i sin(8 + Ө") 


5) Z z 0; ze Sch 0-017.= — (cos(0 - 8") +I sin(0 - 0) 
r r 





с) Z” = [r" , n0] = r'(( cos(n0)«i sin(n0)) 
d) 2-2 S r=r'et0 =0' +2kx 
* Equation de la forme Z? = a avec а є IR 
$1 а = 0alorsZZ=0<— Z=0 


Si а # 0 alors Z' =q <> Z = i lol ouZ=-i la] 
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ч Astuces : Pour simplifier un rapport, il est souvent intéressant de mettre i 
en facteur au numérateur avant de se jeter sur l'expression conjuguée du 
dénominateur. 














Exemple : —=—— => V —t 
2+51 2+51 2+51 









w Réflexes : 










On dit : 1) On utilise la méthode direct module 
Ecrire Z sous forme et argument (mise en facteurs...) 
trigonométrique 2) utiliser l'écriture polaire 


Z 
Siona = ой ZZ, ой 24 












On écrit Z sous forme trigonométrique puis 
On cherche une mesure principale de 
l'argument de cette puissance. 
* On privilège la méthode géométrique : 
On utilisant Argument et on caractérise 


On dit calculer Z élevé à 
une grande puissance 
‚ => 2006 





















On doit déterminer 
l'ensemble des points 





M(Z) l'ensemble chercher à l'aide des ongles 
_ aztb ,. orientes 
Tel que Z= 2214 vérifie | * Si non la méthode algébrique 


on pose z =x + iy et on retrouve l'équation 


une propriétés : | 
d'une droite, cercle, arc, segment 


d'appartenance (réel ой 
imaginaire oü réel non 
nul,...) 
















SE aaa nodi — On remplace par les distance 


On doit déterminer la On calcul les 3 distances (les modules) du 
nature d'un triangle triangle et précisera la nature des triangles. 
Attention : *|a+ib|=Va?+b2 et non Jarib| - Ja? (ib) 


* il faut pas écrire z,tiz,—z,-iz, mais la bonne réponse 





est 71-122 car z, et z, eC 
e Remarque : il n'y a pas de relation d'ordre dans C (>, <). 
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ENONCÉS 


Vrai - Faux 
N/ Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse: 
а) ікі +i +l =0 
b) (2+31) (1-21) =-4 -i 
с) (i-1)*est un réel 
d) Le conjugué de 6 i -3 et 6i +3 
e) La partie imaginaire de 5 — 7 i est -7i. 


Q.C.M 
N maiaa, la réponse exacte par a, b ou c avec justification. 
1) Si 


) Si z est un nombre complexe alors Ré (iz) est : 
a) i Ré (z) b) Im (z) c) -Im(z) 
2) La forme algébrique du nombre complexe (1+1) 2(2-31) est : 
a) 6-4i b) 6-41 c) -6-4i 
3) z est un nombre complexe non réel le conjugué de 1+i z est : 
a) -1-iz b) 1-i Z c) 1412. 
4) Pour tout complexes z et z' le Ré (z.z') est égale à : 
а) Ré (z) Ré (2) b) Ré z xImz' c) Ré z Ré z' —Im z. Im z' 
5) L'ensemble des points M d'affixe z tel que |z-il =2 est 


a) une droite b) le plan complexe с) un cercle 


N e la réponse exact par a, b ou c avec justification 
1) a et b de signe des réels, le réel a? +b? 
a) n'admet pas de factorisation..... 
b) est égal à (a+ib)? 
c) est égal à (a+ib) (a-ib) 


2) l'écriture -2 (cos &isin 2) est une forme trigonométrique d’un complexe 
3 3 
7 m 
a) de module -2 et d'argument 3 b) de module 2 et d'argument E 


л 
c) de module 2 et d'argument 3 +T 


3) z et z' deux nombres complexes non nuls 
un argument du nombre complexe zz’ est égal à.... 
a)Arg(z)-Arg(z) Ы) Arg(z)+Arg(z') с) Arg(z)*Arg(z) 
4) M, N, P et Q sont 4 ponts d'affixes respectives m, n, p, q (avec 
msn etpzq)une mesure de l'angle (MN, PQ) est .... 
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n-m ) 
p-q 
Dans chaque cas, on présente un calcul ou un raisonnement sur 


lës nombres complexe. Une erreur figure systématiquement .Détecter 
cette erreur et proposer une solution. 


„ НЬ? qon) 242 291 e ic ug 


2-1 22-1 3 


a) Arg ( b) - c) Arg S.) 


6495 (1431 
d 6 212101 30 =2i 
1431 123i 
Mettre sous la forme cartésienne les nombres complexe suivants : 
+i : 
d DD o) G23y-Gi1y 
1 


d)(342143-2i) — е) (1-44/3) 


c) Z+2i=Z-2i 








K Résoudre dans C les équations suivantes. 





а) Z2 + 4 = 0 b) (Z 12 = D 
2)(2-1)-2-1 d) Z? -4i 2 = (3Z — 2i)(Z - 4i) 
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants : 
M -2 ) 1-21 
LA? 1-21 


4-3-/3-4(4-/3-3) (121) (1-1) 
1i 3 (RAD Sn) 


Ni 3⁄4 Calculer le module des nombres complexes suivants : 


а= 194/3 ; b =1-i ; c=-5i ; d=-7V2 ; e-342-i 7 


2) Même question : 
3 
Я 2 4 143 | 


a) Х-(1443-/2--/7),Ү = E. 


3 
AY: 
5 


: = 


2201 15 
-0) z=1+i-— ; z,=2 + 2i3 , Z =Z Z, Z = 
1-1 25 
Calculer module et un argument des nombres complexes 
suivants, puis les écrire sous forme trigonométrique et polaire. 


a) Z,=-V3+i = b) Z, =17 с) Z,=5i 
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d)Z,--12i/3412 е) 7,--6-/3-61 


NU/ Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes 


л T T 
: Z => 2 Нян - isin% 
Z et Z, : Z, Мыз m JE Z, V3(cos- isin 7⁄4 ) 


Calculer le module et un argument des nombres complexes 
suivants, puis les écrire sous forme trigonométrique : 


-V6iV2 |, _5C1#) . 2 М2 12 „ 
РТИ al ° 2, 1443 
les point A, B, С,” d'affixes respective -242i , 1-3i ,9-i , 644i. 
a) Déterminer les affixe de E et F définie par : 


CE--CD 4 AF= AE 








b) Démontrer que B, C et F sont alignés 


f = C > C définie par f (z) = SÉ + 4i) z + 5z | 


m fíz)- 
a) exprimer a l'aide dez et z le nombre complexe Z= 122 
1 


b) En déduire que Z est réel. 
Ni 1) Déterminer géométriquement les ensembles suivants : 
E 


={ M(2) tel que |z-2|=|z+3i| }: G- (M(2) tel que |32-6i|-9) 
F =f М(2) tel que |і2+2| = |2+5|} 


2) Reprendre la question 1) par le calcul en utilisant la forme algébrique. 
NY Déterminer la forme trigonométrique de Z = 1+3 


2N9 «2421 


puis sa 


forme algébrique. En déduire cos— etsin =Â 
12 12 


NL Solent A, B et C les points d'affixes respectives : -2i : 8 +21 : 3/2 +4i 
Montrer que A, B et C sont alignés. 
х u et v deux nombre complexes et z =u + i v 
Montrer que si H =u?+v? alors z = 0 ou (u,v) e IR? 
A, B, C, D quatre points d'affixes respectives : 
-1 + 3i, 1-31, 3-5i et 7+ 3i 
a) Déterminer l'affixe de point I milieu de [BD] 
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b) Calculer IA, IC et ID. Conclure. 
\E/ A, B, C, D les points d’affixes respectives : 2-4, 4, 3431, -1+51 
a) Montrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle 
b) Montrer que la droite (AB) est paralléle à la droite (CD). 
N20/ Soit (o,u,v) un R.O.N. soient les points A, B, C, D d'affixes 
respectives : Z,, Zg» Ze et Zy. 
1) Si 5,524, zy, -3*2i , Z = -1+4i et z,=-2# 
Montrer que ABCD est un parallélogramme. 
2) Si z. 724, 262-21, 2. = 3-1 et Zz, = 3151 
Montrer que ABCD est un trapèze. 


NO Soient les points A,B et C d'affixes respectives: 

342i, -1+3i et 242i 

1) Déterminer l'affixe 2с du point G le barycentre des points pondères* 
(СА, 2), (В,-3), (С, 5]. 

2) Déterminer l'affixe Zp du point D tel que D est l'image de G par 
homothétie de centre O de rapport 4. 


NY 1) soit le nombre complexe U = 1443 
1+i3 


a) Calculer lul puis écrie U sous forme algébrique. 
b) Montrer que U*=1. 


193. 144/3 


+ : 
Iu dud 


nombre réel. En déduire la valeur de 9. 











2) On pose 9= Sans calculer 4 montrer que c'est un 


3 1) soit un nombre complexe tel que lul =letuzlet ze C 





Z - UZ : 
Montrer que est un réel. 
-u 





. Z- UZ : : 
2) Montrer que si 1 est un réel alors Z est un réel ou lul 21, 


“№ ол, R. O. N du plan. A et В les points d'affixes respectives 1+ ia et 


144 avec a est un nombre complexe a=a;+i az 
1) Montrer que O, A et B sont alignés si et seulement si aj=0 


2) Montrer que OA est orthogonal à OB si et seulement si |а|=1 
3) Déterminer a pour que ОАВ forme un triangle rectangle et que a;= аз 
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Le plan complexe étant rapporté a un R. O. N (oe 62) 
A, B et C les points d'affixes 


E ,Z дайы les = уз 
iE M Ad WE 
1) a) Placer les points A, B ,C dans le repère. 
b) Montrer que A, B et C appartienne à un méme cercle Ç 
que l'on précisera. 
c) Montrer que OABC est un losange. 
2) Soit zi= -izg On désigne раг z, l’affixe du point À,. 
* On considère les points A, d'affixe z, = (21) “Ой ne IN" 
et le point Ас d'affixe 1. 
a) Calculer z; et placer les points Ao, Ау, et A, dans le même repère. 
b) Montrer que pour tout neIN опа А, appartient au cercle Ç (0,1) * 
1 iv3 | 


c) Montrer que pour tout neIN* z,,,-z,-(z,) Ё 7 


d) En déduire le module de z,,1-z, et la distance An A. 
e) Montrer alors que OA, An est un triangle équilatéral 


N plan complexe est rapporté au R.O.N (o,u,v) : 
1 


) Déterminer l'ensemble А des points М (z) tel que|z|=|z-2| : 





Z 
2) A tout point M (z) єР\ А on associe le point M” (z^) tel que z'-—— 3 
Z+Z- 


- a) Montrer que z' est un nombre réel. 
b) Montrer que l'ensemble des points M (z) tel que z = А, € IN\{1} 
est un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 
3) a) Montrer que VM e PM on a: |z'-z|=|z'- 1. еп déduire que le point 


М? décrit une droite Л ue l'on précisera. 
M 


b) Déduire de ce qui précéde une construction géométrique du point 
M'image du point М (z) €PM lorsque M est donné. 


Ч Le plan P complexe est rapporté à un repère orthonormé (o,u,v) . 
On désigne par A, B et C les points dont les affixes respectives sont : 


+1 
2i, -1 ; i. Soit f: A (A) — P; M (z) r> M'G) tel que E 
2-21 
1) Déterminer l'affixe du point C'image du point C par f. 
Quelle est la nature du quadrilatère АСВС” 2 
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2) Déterminer l'affixe du point C” antécédent de C par f. 
Quelle est la nature du triangle BCC" ? 


3) Donner une interprétation géométrique de : |z| et Arg Z' 


4) En déduire l'ensemble des points M dont l'image par f à pour affixe 
un nombre complexe de module 1. 


М Q8/ ans le plan complexe rapporté a un R.O.N (o,,j) 


On considére M, d'affixe z, =(1+V3)(7.)" 
1) exprimer 7 „+ en fonction de 2,. 
2) Donner Z, 21, Z,,Z, et 2, sous la forme algébrique. 
3) Placer les points М,,М,,М,,М, et M, 
4) Calculer la distance OM , en fonction de n. 
45 
j 
b) On pose L. =M,M,+M,M,+...+M,M,,, 


Déterminer L, en fonction de n 


5) a) Montrer que M,M,,,— 


Calculer lim L, 


X—>+00 
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CORRIGÉS 


NAT + i?+i+1=-i-1+i+1=0 donc Vrai 


b) Faux : (2431) (1-21) =2-4i +3i +6 = 8 — i + -4 -i 
c) Vrai : (i = 1) ^ = ((1-)?P = (-2i)?= 4618. 

d) Faux : 6i-3 = -6 i -3 z 6i +3 

e) Faux : la partie imaginaire (5-71) est -7 + -7 i 


1) la réponse est kl : Ré (iz) = Ré (i(x+iy)) = Ré (ix-y)= -y =-Im (z) 
2) (144) (2-31) = 2i (2-3i) = 4i+6 d’où la réponse est 
3) 1+iz = 1+iz = 1-12 donc la réponse est H 
4) Ré (zz') = Ré [(a+ib)(a+ib”] = aa’ bb = Ré z Re z’ -Im z Im z’ 
Ainsi la réponse est H 
5) A (D M (2) on obtient |zi|-2 © АМ-26» M e£, la réponse [J 
1) a2+b2=a2-i?b2=(a+ib)(a-ib) d’où la réponse est [d 


T.. T T q^ T л 
2) -2-12,л| et cos — +1510 — -[1,— ] alors -2(cos— +isin — )=[2,л+— 
) -2=[2,z] 3 x [ а alors ( = гын 31 


d'oü la réponse est [d 
3) Azg( (zz') = Azg(z)+Arg(z') ‹ ) d'oü la réponse est b] 
4) шаа ва PQ) =-Arg(n-m)+Arg(q-p) 


“ARE =) d'ou la réponse, est[c] 


AVA үну? M le dénominateur doit étre2^-1? 


йл ОН A 
L'erreur est le signe (-) dans 22-1 


b) [3-i|-43^ +G)? faux саг [atib|=Va?+b? ainsi |3-i|= /32+(-1)2 -J/10 
c) Z+2i=Z-2i il manque le barre sur le Z c'est à dire Z+2i=Z+2i=Z-2i 


GE -2i(1+ : а. 21(1+3 
d) 22201533) le signe - devant 21 est faux il faut écrire 212293 
1+31 143i 1+31 


Vid 1H (1011-4011 1] 
i ii. E (48 am 
b) (2-1)! -2? 3.27143 2. (1)? -i? =8-121-6+1=2-111 
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c) (i-2/3)2-(2i-1)2=i?-4./3i+(2./3)?-(21)?+4i-1 

--1-4/3812444411-14-44(1-/3) 

d) (43-21(4/3-21)-4/3--(217-3-(-4)-7 

e) (1+i/3)" ? 
(1443У-142-/3-0-/39-142/3-3--2421/3 


(Li 3y =(-2+2iV3)(1+iV3)=-2- 243 + 243 -6=-8 € IR 
(aire ] (154/3) 
= C8 (1+14/3)2—(-8)2(-2+215/3) =8°х2-8°.24/31=1024-10245/31 


“2.40 eZ =-4 © Z=2i ou Z = 2i d'où S, =(2i,-2i) 
b (Z-1)?=(Z- 1° S(Z- 1)? [1-(Z- D] = 
Z-1=0 ou 1-(Z-1)=0 
Z=1 ou Z=2. D'où S, ={12} 
c)Z'+1=Z-i S(Z+i)(Z-i)=(Z-i) 
= (2-1)(7+1-1)=0 © Z-i=0 ouZ+i-1=0 
€ Z=i ou Z=1-i d'où S-=Íi,1-i) 
d) Z? - 4iZ = (3Z - 2i) (7-4) © Z (7-4) = (37-21) (Z - 4i) 
© (2-4)[7-(37-21)] =0 & 7-4 =0 ou -2Z +2i =0 
€» Z=4i ou Z=i d'où S, ={1,41} 
МЛ» К. _-2(+iV3) _-2(1+iv3) _ 1 
1-4 Gr 4 12. 
b) 124 0200220 quay 14 _ 3.4 4, 
1-2i 12-22 ЭЭ 
o) 4593 +i(4v3-3) _ [es iiia i3 | 
1--/ 123° 
_ (343) 3 (4 3-3) [44/3-3-43(49343)]. 16-11-12] _ m 
4 


4 





ЕЕ 


2 


4) (1+21) -0-)° _ 
(3-21)-02-4) 
On a: (I +2 i) 2= 1+ 4i -4 = -3 +4 i 
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(1-1) 3 = (1-1) (14) = (21) (1-1) =-2-2i 

(3-21) =9+121-4=5+121 et (2+i) ™=4+4i-1=3+4i 

-3+4i+2+2i _ -1+6i _(-1+61)(2-81) _ 46,201 23 5 5, 
5-121-3-4 2+81 2?+8? "e 68 34 17 


МИ, В|-1 3|= ао 

VE 2 а 9487-5 

1 -| 7421-7472 et NBA -41847--/55--5 
2) • kaal -14| 2-4 Ne . 5 = 542 


D'où Z = 









































ESS LS 
ШЕШТИ 
“44:55:14 418) _(2Y #_ 
EN de 41 R 125 
-ea -i)- codi Tz Red. o 
4| 42 
. gg LS =/4+12=4 
Ekel ll e oo 
1 3 
LI er (CG). 21 
Z| [L| +£ 20487 








М» Iz.|-N V3 + =2 et cos 22 еї gut 


d’où de kos z, donc Z, EE E 25s 
6 6 6 6 
b) |Z,|=|--17|=17 et cos 0-21-46 sin0=0 d’où 
Ө=л =ArgZ, ainsi Z,=17(cosm+isinz)=[17;z] 


c) |Z, [= |5i]= =5 et cos 0-0 et sin dee 
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л "- ql. л 
d’où 6=— = Arg Z., ainsi Z,=5(cos—-+isin—)=[5,— 

2 8 25 “жээ 2 27 [ 3! 
d) 7,--12-/3412-12(1--/3) 
comme 12 = [12,0] et (144/3)-2 et tr et sin 9-2 doù GER 


1-i/3=[2,-2 ] alors 2ү-112,012,-2:1-024,-21- 24 (cos(-7)+isin(-7⁄4 )) 


|Z ,|=24et Arg Z, - Ол) 
e) Z,7-643--6i-6(-//3-) comme 6 = [6,0] et -V3+i=Z,= [257] 


ainsi Z, 6012, Z j-t12, Zu (cos ve = d'oü 


|Z,|=12 et Arg Z, e (0) 


Vie =-3(cos ii) comme -3 =[3,z]et (cost +sin 7 H7] 


alors 2,131 (3, LE HB, ЭЛ ]-3(cos ee 22) 


Z, 73 (cos -isin 74 ) comme sin 7)--sin 74 
T -1 T 
= - i 1 — -— |=] T. 
43 (cos = +isin( = ))et cos( =) cos 7⁄4 
d'où 7,-43 (cos(-7)+isin(-Z)) 
NV» 2, 5688 
Së 2(1+i) 
| | : ЕЕ РИ 
* DEET de -1) comme Lä: | —2et EC et sin zu 
d'où == d'où 34-12 où 42-[42,0]ainsi 4642-1242, -1 





* |i+i|=V2 et cos 0 = sino an? d’où 1+ i = 2,7] 
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T 
12:17:52: | 
finalement Z,- — 6 =j] MT cos- risin >=) 


puo ty > $9 
4 
avec |z,|=1 etArg z = Zw 


3 3 
scii) DI q 50,70). BEEN gum тп, 
Pau E. 2d 2'4 6 12 
8.21 [2.2] 


2) Z, = 


5 MUS e; 5 7n 
2,= (cos 5 +isin ZZ.) avec lz.| F et Arg Z, Sin) 
T -1 
Jä 2202) Pei EST vn 


= =[ 5721 
43 Qi 3y Gr "ES 6 








Vi == 1 1 2 
a) СЕЕ Ыр 22 26:27:54 Go zc) e дааа а 46 
1 2 2: 
—(6-4i)*- — (9-))-8* —i 
gru Ou 


= 3 Yr 3 3 l 
dc E >E (Z; Z.) €> Zç RO. 4 
3 2. 1 
2р (8+-1)- Â (-24+21)=13 
EE 
b) В(1,-3) C(9,-1) F(13,0) 


--(81--(4 --эшэ. |8 4 — 
sde | je mere | =8-8=0 => BC,CE sont colinéaires => B,C ,F sont alignés 


Kë 7-22 
14-21 


HE > 2-2, 





_ (3+4i)z+5z- -6z _ (- -3+4i)z+5z 


142i 6(1+21) 6(1+21) 
_ (C3+4i)z+52)(1-2i) _ (5+10i)z+5(1-2i)z _ (1+2i)z+(1-2i)z 
6x(1?+2?) 30 6 
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Z = Z => Zestréel. 


NY; |z-2|=|z+3i| On pose А (2) B C31) légalité devient : 
177 -ТА|Г |м EN € AM = BM <> M e médiatrice de[AB] 
donc E = med] AB] 
* liz+2|=|z+5] 


<> iz+2)|=|z+5| e 24-15 
E 








< |z-2i|=|z+5|On pose A'2i) B'(-5) l'égalité devient 
lzyu-Za|=lZu-Zp| © A'M-B'M <> Me médiatrice [A'B']d'ou 
F=med | АВТ, 
* Bz-6i|-9 <> (2-21| 9 < |2-21|= 3 
|2 -Z АР 3A'M =3 <> M e Cercle decentre A' de rayon 3. 
d'ou G 764.4 
2) |z-2|=|z+3i 
on pose z-x-Hy alors|(x-2)+iy|=|x+i(3+y)| 
(x-2) +y*=x?+(3+y)* © x2-4x+4+y2=x?+y2+6y+9 
-4x-6y-5=0Soit 4x+6y+5=0 
E est la droite d'équation 4x+6y+5=0 
* |z-2iļ=|z+5] 
|x+i(y-2)]=|(x+5)+iy| => x7+(7-2) ter ST +y? 
X<+ yf -4y+4=x"+10x+25+ y” < 10x+4y+21=0 
Fest la droite d'équation 10x+4y+21=0 
* |z-2i|=3 e [x*i(y-2) 73 
x^*(y-2y-9 


d'oü G estle cercle de centre 1(0,2) derayon 3. 
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NY м А 
242 + 94/21 
43 


45414443 1-8 өд-1 et 0-0) d'oü 9-7. 


b=242 «242i ; | |-4 et 





2 : 2 Хос X 
cosa = —etsina =— Чой a=—. 
2 2 4 


25 
73 E ЕЕ! Z sisin) 
Z= =|—,———|=|—,— || cos— +isin— |. 
21 43 4] 12121 2. 12 12 
4 

* Cherchons la forme algébrique de Z : 


(i43) Q42 -242i) _ 242 + 246 + 1024/6 - 24/2) 





Z2-————À Bu — 
(242 + 2421) (2V2 — 2421) 16 
BIS. 46-40 
8 M 
se d x 42446 ST J6- 2 
Par suite —cos— = et —sin—=— 
2 12 8 2 12 8 
x 42-46 . x afe 2: 
ou encore COS— = ——ə —n- et sin— = ÂÂ 
12 4 12 4 


dr A(0, -2) ; B(V8, 2) et C(3V2,4) 
АБ! V5] хе 32 
2 6 
` SE -648-12472-1247-1247 = 
Par suite AB et AC sont colinéaires donc (AB)//(AC) et А en commun par 
suite A, B et C sont alignés. 


2 2 een LE eas 
Ç |2] =u2+v or ll =zz équivaut à zz-u^ tv? 
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(ину) (ину) = u2+ v? <> (uiv) (u-iv)=u2+v2 
(u+iv)(u-iv)=(u+tiv)(u-iv) © (u+iv)(u-iv-u+iv)=0 

u+iv=0 ou (u-u+i(v-v))=0 < z=0 ou (-21 I'm(u)+i2ilmv)=0 
z=0 ou (I'm (u)=0 et Imv=0) & z=0 ou (u eÉ IR et v e IR) 
€» z=0 ou (u,v) e IR 


+ 
NS/9 I-B*D signifie que Z, = 25 ын : 


-1+ -3+ 
ээ Р uuu dapi nu 





+i 





par suite Zr=3 





b) IA=|Z,-Z,|=|-1+3i-3|=|-4+3i|=/16+9=5 
10=|2,-,|=|7+31-3|=|4+34|= V16+9 = 5 
ІС=|2,-2, |= |3-51-3]=|-51|= V25 = 5.0r I= B * D donc IB = ID. 


Par suite IA = IB = ID = IC = 5, on conclut que A, B, C et D sont 
situés sur le cercle Ó de centre I de rayon 5. 


N AB-[Z, Z, |- 4-2-i| -[2-i|- V5 
АС=|2е-7.,|=|3+31-2-| =|1+24| = V5 
ВС-|2с-75|-8-31-4-|1434-410 
D'oà AB = AC = 45 donc ABC est isocële de sommet principale A. 
* AB? +AC ? = 5+5 = 10 = BC ° d’après Pythagore ABC est triangle 
rectangle en A. 


Conclusion : ABC est rectangle et isocéle. 
b) A(2,1) ; B(4,0) :С(3,3) et D (-1,5). 


—{ 4-2 (2 —[ -1-3 —{ -4 
AB d'où AB et CD d'où CD 
0-1 -1 5-3 2 
2 -4 
-1 
(AB) et (CD) sont parallèles. 


—4 - 4-0 donc AB et CD sont colinéaires par suite 





d 1) Montrer que ABCD est un parallélogramme soit AB=DC 
aff АВ = zg-z4 = 3+2i-2+i =1+3i 
aff DC—z.-zy = -1+4i +2-i=1+3i =aff AB 
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d'oà AB=DC ainsi ABCD est un parallélogramme. 
2)aff AB 2z,-z,22-2i-2-i--i 
aff CD-z;-z. 3+5i-3+i=6i 
ainsi : aff CD = - 6 aff AB d'où CD = - 6AB 
Фой (CD)// (AB) par suite ABCD est un trapëze. 
1) G barycentre de {(A,2), (B,-3) et (C,5)) 
— => e < 2Z . -3Z, +5 
< 2GA-3GB+5GC=0 & Zç = A CAS 
2-345 


атг (644143 -9i+10+10i) Vi 


2) ha (G) = D <> OD-4 OG & aff OD-4 aff OG 
29 426 €» z5719 + Si 


УУ | Se 
a) 1-4 =] 

| үнэ 
PL 121/33 1.43 


140 124493 4 2.3 
b)u са )) =- =L (14.3) = (Hans 3)2+G 3) 





SEET 


2) 9 _ 1 ЙГ ЕА 
"GAR 1 443 _ 


Pour Montrons que J € IR il suffit de montrer que v= v 


=u+u 











v=u+u=u+u=u+u= vdonc v є IR 


9=u+u =2Ré (u) = ЦЭ 


N/» [zs = GEERT 
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ed Ee _ = E E 
S fs UZ-Z Z-UZ z-uz| z-uz  z-uz 
D'où | 2921.02.22 = => EIR 

1-0 l-u l-u 














-u 1-0 1-1 l-u 1- 


e (z- uz)(1-u)= (z- uz)(1-u) e 2-36 - x +uuz= 7- JE - zú +uuz 
€» (z-z2)+uu(z-z)=0 < (z-z)(1-uu)=0 < (z-z)(1-uu)=0 < (z-z)(1-|u[) = 0 


2) On a : = eM «294 зл. 


€» z-z ou lul -1e z=z ou|u|=1 < ze IR ou lul = 
1) O,A et B sont alignés ,signifie que OA et OB sont colinéaires. 
< det (OA,OB)- O comme aff OA=z,=1+ia=1+i(a, +ia,)=1-a,+ia, 
et aff (OB)=z„=1-ia =1-i(a, +ia,) =1+a,-a,i 


l-a, 1+а, 


OA et OB colinéaires <> =0 








a, а; 
€ a, (а,-1)-а,(1+а,)=0 <а,=0 
2)ОА LOB < (1-a,)(1+a,)+a, (-a, )=0 
€» 1-22-a? -0 €» a? *a-1 со =1|a|=1 
3) OAB est un triangle rectangle et a; = a 
< |а|=1 et a, =a, <> aj +aj=1 et a,7a, €» 2aj =l et a, =a, 
ip. E S 


1 1 1 
<» а = —=а, ола =- —=а, «€» d'où a= + iona--——-——i 
P Wa FEV ГЕК J2 42 V2 V2 


му, a) А(0,1) et B CZ Dec (LE 





en 


2412 
b) [2,|=1= OA х 
В 
m с. ЖОЛ 222 
|2ь|= аа 108 et GJ S G PC E: 


Donc ОА = OB =ОС = 1 
D'ou A, B, C appartiennent au С(0,1) ` 


_ 3: L 


2 Ex 





c) AB=|z,-Z, 





Mel 
27 











LOC 
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or ОА=ОВ=ОС=1 d'oà ОА-ОВ-ОС-АВ par suite ОАВС est un losange. 


43 V3 

2) zin i +2 Зиа 
) z,—-izg—( ets 
A,(Z,}et A, SS et Sen avec z =Z, 


2 
a) s E E 22 idi 1 


2 2 
z q = 1 alors Ao (1,0) 


Dd x NE да. A, L E 
2 2 2” 


1 43 


Z2= mn дев A «р r2 
4 2 


b) | | =|iz,| -1 car | =1 et| zg|=1 
d'oü ОМ „= |z„|=1 par suite M, e бү, 


c) Zus) -Z, S z; =Z, (Z, -1) =z; Lu, =Z, хээ, 
2 2 2 2 


2 2 

d) 128 -2 |” А |< ПЕВ. (2 {| or ||» 
2 2 

1 


ch 











2 
A мг |z Sa -Z„|=1 


e) OA, = lz,|=1 et OA 
et An An =1 
donc OA, -ОА, =An+A„;1 par suite ОА, Ам est équilatéral . 
Wi =|z- 2| on pose considère le point À d'affixe 2 
o [zu z, <= OM=AM <= M e Médiatrice de[OA] 
Par suite А est la médiatrice de [OA]. 


2) a) z'= 22 == Z HS ainsi z’ «ІВ. 


“|, |= 


n+1 














ztz-2 Z+z-2 | ztz-à 
Z.z-1 . 2. = 
b) z'z) © ——-- on pose z ^x +i y alors : |z|" »zz-x^*y? 
ztz- 


ztz-2x 
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x ty -l PM NS 2 2 x 
e C E À €» x^* у^ -1=2хА-2\ €» x^ -2)x +y -1+ 2A-0 
Х- 
e DAN Al willt e (X-A) *y' M^ 2231 
<> (xA) +y?=(2.-1)*>0 car X € IR-(1) 
€» M e cercle de centre1(,,0) de rayon |1-1| 



























































SR Я a 
3) a) lz = 221 BEA 2 -zz+2Z NEC 2zH) ^ 2-1 
4-z-2 ztz-2 ztz-2 lz+z-2) 
1-2-2 2-1)-2+ 
S еді 22-1 E zz-l 2-232 _ z(z 1) 2+1 
Z+z-2 z+z-2 ztz-2 
kee Jeven El АНА KI = 
z+z-2 z+z-2 E E 2| рәј 
+ 2-1 41 c ММ-МВ avec 2 =1 
<> M'e Médiatrice de [BM] 
M'décrit A,,— médiatrice [BM]. 
b) z’ «ІА d’après 17 question donc М? є (o,u) et M'E Au 
D'où M'e (ош) N Ay 
+1 itl i+ 
NY» f()sc e == = eile > Zc'=-1+i 
2,-21 i2i -i 


* A(0,2) С(0,1) B(-1,0) C' (-1, 1) 
-410 
xe Je ex oa AC=C'B parsuite ACBC' est un parallélogramme 


xF . LF. 
2 аре - Сас сэ -21)=Z+1<> 1Z+2=Z+] 





2) КС")-С e Z. = 


22271220 

" 
iuda gei c aou 
ED We 378 2 2 


BC =| Ze -Zj| =| i + ls V2 => BC? =2 


2 2 
вс"-11- - 8 55) = 10 6св'-10-5 
2 2 2 4 4 2 
2 2 
SEE p 5) ee 
2 2 | 2 2 2 
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1 SNE : 
Чой C'B*=2=24-=C"C*+BC"ainsi BCC" est un triangle rectangle en C. 


e 
2221 


7+1 
2-21 


_ |Zw-Ze| ВМ 


S 25 2” -Zi| 














4) |Z]=1 => PM a BM АХ етей [AB]. 
AM 


d'oü l'ensemble recherché est la médiatrice [A B]. 


m = as 1 J G e K dol, iz, 


572 
2) z,71*i3 
ME MM V3 1. l. bow .1.._-1 +13. 
д іт о CORNE pee et шэг ТЭ c UE 
nil 133 1)=( ER 1) et z хай a, 
2 4 4 16 16 
4 
oM,=|z,| = анд | трема 








2 2 2 


5) a) M, Miz = -z,|= 








na 








E 
а V Wi Boos E) 


b) L, nu uo 
2. 
C'est la sommation E (n+1) termes шэг. E une suite géométrique de 


raison q= =. D'ou, =, G) 028: E J) 


1-— 
2 








n+l n+l 
lim L,= lim 24/5(1- 6 ) 2245 car lim (5) = 0 puis que q=Ż е]-1,1. 
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Chapitre VI 
Dénombrement 


m Diagrammes: 
On l'utilise lorsqu'on a deux ou trois choix compatibles 


Exemple: 
Dans un club de 60 joueur de cartes, 40 jouent au bridge et 28 au tarot. et 10 


jouent à ces deux jeux. On peut utiliser le diagramme de Carrol ou Venn. 


ET DE 


Donc il y a2 adhérents jouent autre chose. 
m L'arbre de choix 
On l'utilise lorsqu'on a des choix successifs. 
Exemple : 

On jette successivement trois piéces de monnaies bien équilibrées, on 
utilise l'arbre :à la premiére branche 2 possibilités pile ou face. Puis deux 
possibilités pour le second lancer etc.... f 


P. 
F. 
= Donc il y a 8 cas possible ou bien 2x2x2-8 
W Cardinal d'un ensemble fini : f 
e Définition : le cardinal d'un ensemble fini E est le nombre 
d'élément de cet ensemble . On note : card E. 


* Propriétés : Soient E et F deux ensembles finis. 
Card (E U F) = card E + card F - card (E OF). 


Card (E x F) = card E x card F 


m Arrangements: 
> Arrangements sans répétition : 


e Définition: 
Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier tel que: O& p <n. 
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On appelle arrangement de p éléments de E, une p-liste de E 
Ou un p-uplet de E. 
Exemple : E= (1, 2, 3,4}; (1, 23) est triplet de E. 
e Le nombre d'arrangement sans répétition de p éléments pris parmi 
n éléments est: A = n(n - 1)...(n- p + 1) 
e permutations 
une permutation de E est un arrangement sans répétition de n 
éléments pris parmi n éléments. 
Le nombre de permutations est : n (1-1) (1-2)... х3х2х1-1! 
* Convention: 0 ! =l et 1 ! = 1. 
n! 


(n - p)! 
> Arrangement avec répétition : 


e nP= nxn...x n :c'est le nombre de façons de disposer р l'élément 
kenne 


* On a également : AP = 


p fois 
pris parmi n , avec des répétitions possibles. 
e Théorème : Le nombre d'applications d'un ensemble à p éléments 
dans un ensemble à n éléments avec 0 € p € n et p et n deux entiers 
naturels est n P. 
Combinaison : 
e Définition : 
Soit E un ensemble de cardial n et p un entier tel que : 0<p € n. 
Un sous ensemble (non ordonné) de p éléments de E (distincts) 
s'appelle une combinaison de p élément de E. 
Exemple : E= (1, 2, 3,4]. 
(1,2) est une combinaison de 2 éléments de E. 
e° Le nombre de combinaison de p éléments pris parmi n est : 


n! АР 
p(n-p)! p! 
e Propriétés des C7 : 
* Pour tout entiers naturels n et p tel que OE pn ;ona: 
Ci-1;Ci-CP? = п; С? = СР; CP + С? = СР. 


n ? n-1 


p= 


m Binóme de Newton : 
° Pour tout (a, b) € IR? et pour tout ne IN. 
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Опа: (a +b)" Cab j 
k=0 





e Nombre de parties d'un ensemble de n éléments est 2" . 
m Point Méthode : 
Situation 1: 
On dispose de n objet qu'il faut placer dans n cases, un par case, il 
s'agit de permutations : 
e situation : n objets, n places et sans répétition. 
eLaformule : n! 
e Les mots clés : permuter, déplacer, ordonner n objets. 
Situation 2 : 
Une urne contient n objets : On peut prendre un certain nombre p 
d'objets de 3 maniéres : 
a) Simultanément cela signifie sans ordre, sans répétition, alors i 
s'agit des combinaisons . 
e Situation : n objets, p places et sans ordre. 


e La formule : СТ. 


e Les mots clés : comité, groupe, parties d'un ensemble. 

b) Successivement et sans remise : cela signifie avec ordre et sans 
répétition,alors il s'agit des arrangements sans répétition. 

e Situation : n objets, p places et ordre. 

e Laformule: AP. 


* Jes mots clés : bureau, groupe ordonnés, liste de p objets distincts. 

C) successivement et avec remise, cela signifie avec ordre et 
répétition, il s'agit des arrangements avec répétitions. 

Dans ce cas seulement p peut étre supérieur à 

e Situation : n objets, p places, ordre et répétition. 

e Formule: п? 

e Les mots clés : p-liste 
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ENONCES 


Ха 100 élëves de terminales Techniques 
prennent le cours 
De Math chez Mr x. 80 
élèves reconnaissent aimer 
Les mathématiques et 80 
aiment le professeur et 65 
les deux. 
1) Compléter le tableau 
ci- contre t- 
2) En déduire combien total 
d'élèves : Ki 
a) n'aime pas la matière . 
b) aime au moins la matière . 
c) aime ni la matière, ni le professeur. 








n'aime pas 























Ni L'équipe A joue contre l'équipe B lors d'un tournoi, la première 
équipe qui gagne 2 parties de suites ou un total de trois parties gagne le 
tournoi. 
Quel est le nombre maximum des matchs et le nombre minimum de matchs 
(utiliser un arbre de choix) 


Le prince de Toscane demande à Galilée 
Pourquoi lorsque l'on lance trois dés on obtient plus souvent la somme dix 
que la somme neuf bien que ces deux sommes soient obtenues chacune 
de six façons différentes. Quelle était la réponse de Galilée. 


1) Une urne contient 12 boules : 5 boules noires, 3 boules blanches 

et 4 boules rouges. On tire simultanément 5 boules. 
a) Combien y a-t-il de tirages possibles ? 
b) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 noires et 3 blanches. 
c) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 rouges, 1 noire 

et 2 blanches. 
2) Même questions lorsque les 5 boules sont tirées successivement avec 
remise. | 
3) Mëme question lorsque les 5 Боше$ sont tirées successivement sans remise. 


V On dispose d'un jeu de 32 cartes. On choisit ou hasard 5 cartes du jeu. 
(on dit que l'on a une main de 5 cartes). 
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1) Combien y a-t-il de mains différentes de 5 cartes ? 

2) Combien y a-t-il de main de 5 cartes ne contenant que des figures 
(valets, dames, rois) ? 

3) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes ne contenant aucun roi ? 

4) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes contenant au moins un roi ? 

5) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes contenant exactement un roi 
et exactement 3 cœurs ? 


Ç Parmi les élèves d'une classe, 16 étudient l'anglais, 13 l'espagnol, 13 

l'allemand, 4 l'anglais et l'espagnol, 6 l'espagnol et l'allemand, 5 l'anglais 
et l'allemand et 3 les trois langues. Par ailleurs, tous les élèves étudient au 
moins l'une de ces trois langues. 

Combien y a-t-il donc d'élèves dans cette classe ? 


Un jeu consiste à cocher quatre cartes : un seul pique, un seul cœur, un 
seul carreau et un seul trèfle sur la grille suivante : 
[a [As [Roi [Dame [Vale [10 (9 (8 17 | 
[у |As [Roi [рате [Valet [10 [9 18 |7 | 
+ Las [Rei [Dame |Vale |I 19 18 [7 | 
[+ |As [Roi [рате [Valet |10 [9 (8 [7 | 
1 ) Quel est le nombre total de grilles | 
2 ) Dans les conditions imposées ci-dessus, quel est le nombre de grilles ой: 

a) Les quatre cartes cochées ont été tirées ? 

b) Le carte de pique cochée a été tirée. 

c) Exactement trois cartes cochées ont été tirées. 
d) La carte de carreau cochée n'a pas été tirée. 
€) Aucune carte cochée n'a été tirée. 

f) Au moins une carte cochée a été tirée. 







= pas 


VE on colorie chaque case de la grille ci-dessous avec une des trois 
couleurs 
suivantes : noir, gris et blanc. 
Combien y a-t-il de coloriages possibles ? 
Combien y a-t-il de coloriages où : 
a) Une seule couleur a été utilisée. 
b) Le blanc n’a pas été utilisée. 
c) Le blanc a été utilisé ou moins une fois. 
d) Les cases extrêmes sont de la même couleur. 


Une urne contient 10 jetons : 
5 rouges ayant les numéros: 1-2-3 – 4 ~ 5. 
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3 blancs ayant les numéros : 6 — 7 — 8. 
2 jaunes ayant les numéros : 0 — 9. 

1) On tire simultanément 3 jetons de l'urne, combien de tirage peut-on former 
dans les cas : 

a) tirages quelconques 

b) Avoir 3 jetons de méme couleur. 

C) Avoir au moins un jeton portant un numéro pair. 

d) Avoir la somme des numéros marqués est paire. 

2) On tire successivement et avec remise 3 jetons. 

a) Quel est le nombre de tirage possible ? 

b) Quel est le nombre de tirage sachant que les jetons sont : 

Ш tous rouges ; li tous portant un numéro paire. 

m tous portant des numéros impaires. 

c) Quel est le nombre de tirage sachant qu'il y ait au moins un jeton rouge. 

3) Mêmes questions que 2) lorsque les 3 jetons sont tirées successivement et 
sans remise . 


V 1) Déterminer le nombre d'anagrammes du mot «élève» 


(chacune des lettres devant figurer une seule fois). 

a) Les accents permettant de distinguer les e. 

b) En supprimant les accents. 

2) En s'inspirant de la 1*' questions, déterminer le nombre d'anagramme des 
mots : « EUCLIDE » et « ANTICONSTITUTIONNELLEMENT ». 


Trois personnes se donnent rendez-vous au café d'un village 
(croyant qu'il a un seul café). 
Sachant qu'il y a cinq cafés dans ce villages dénombrer. 
1) Les cas possibles de voir les 3 personnes dans les 5 cafés. 
2) Les possibilités oà aucune personne n'en rencontre une autre. 
3) Les trois personnes se rencontrent. 
4) Les possibilités ou deux personnes seulement se rencontrent. 


1) Une agence de voyages veut organiser des circuits touristiques 
comprenant dans un ordre donné, les 6 villes grecques : Athénes, Delphes, 
Olympe, Corinthe, Sparte, Nauplie. 

a) Combien y a-t-il de circuits possibles. 

b) Sila premiére ville visitée est Athénes, combien peut-on organiser de 
circuits. 

2) a) Cette agence propose aussi des excursions permettant de visiter 2 villes 
parmi les 6 citées précédemment : les excursions du type, par exemple 
olympe - Delphes et Delphes — Olympes sont considérés comme 
différentes. 
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Combien y a-t-il d'excusions différentes ? 
b) L'agence souhaiterait proposer un choix de 56 excursions du même type. 
Combien doit-elle choisir de villes. 


NY On lance trois dés parfaitement équilibrés, on lít les nombres a,b,c 
apparaissant sur les faces supérieures et on calcule la somme S = a+b+c. On 
observe qu'en jouant un trés grand nombre de fois la somme 10 est obtenue 
plus souvent que la somme 9, alors que les deux sommes se décomposent 
exactement de 6 maniéres. 

Que pensez-vous de cette observation ? Justifier votre réponse. On 
pourvue : Calculer le nombre de triplets possibles. 
Calculer le nombre de triplets pour lesquels S = 9 et S = 10. 


v Un journal organise un sondage auprés de ses lecteurs comportent dix 
questions. A chaque question sont attachées cinq affirmations. Le lecteur 


devra à chaque question soit ne rien cocher, soit cocher une affirmation soit 
en cocher deux-mais il devra indiquer alors l'affirmation qu'il préfère. 
Déterminer le nombre de réponses possibles aux sondages. 


Pour avoir accés à l'internet, le fournisseur de ce service doit présenter 
à ses clients un Login et un mot de passe. 

1) a) Le Login est formé d'un numéro de six chiffres suivi d'une lettre, 
répondant aux conditions suivantes : 

- il peut y avoir répétition d'un méme chiffre plusieurs fois ; 
- le premier chiffre de gauche ne peut étre un zéro ; 

- ]a lettre ne peut pas étre O. 

Combien, au maximum, peut-il y avoir de clients. 

b) Le mot de passe est composé de quatre lettres prises parmi les vingt-six 
lettres de l'alphabet (donc O est, cette fois, utilisable), avec répétition 
possible. Est-ce que tout client peut posséder un mot de passe. 

2) Un client veut accéder à l'internet mais il a oublié son mot de passe. 

a) П sait seulement que son mot de passe est formé de quatre lettres distinctes. 
Combien de mot de passe a-t-il à essayer ? 

b) En réfléchissant plus longuement, il réussit à se rappeler que son code 
contient également 2 voyelles. Combien a-t-il de code à essayer ? 


N16/ Sur un damier carrée de 3 lignes et 3 colonnes, on veut disposer 4 jetons 
numérotées 1,2, 3 et 4 (chaque case contient au plus un jeton). 

1) De combien de façon peut-on disposer les 4 jetons ? 

2) De combien de façon peut-on disposer les 4 jetons si l'on veut que 
la figure formée par les 4 jetons soit un carré. 

3) De combien de façon peut-on disposer les 4 jetons : de sorte que 3 
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d'entre eux soient sur une même ligne. 


NY Le code antivol d'un autoradio est un nombre de quatre chiffres, chaque 
chiffre pouvant prendre l’une des dix valeurs 0, 1,...,9 ( ainsi 0027 est un 
nombre de quatres chiffres). 

a) Quel est le nombre de codes possibles. 

b) Quel est le nombre de codes formé de quatre chiffres distincts. 

2) a) Le propriétaire de la voiture sait que les quatre chiffres de son code sont 
1,9,9 et 5, mais il a oublié l’ordre des chiffres ; quel nombre maximal 
d'essais infructueux peut-il faire avant de retrouver son code. 

b) Mémes question s'il sait que les quatre chiffres de son code sont 1,2,6,7.. 

3) La voiture est elle-même protégée par un autre antivol : il faut appuyer 
simultanément sur quatre touches d'un cadron portant dix touches marquées 
A, B, C, J, pour ouvrir la portière ; combien de possibilités de code. 


Un candidat à un concours doit répondre à un Q.C.M (question à choix 
multiple) constitué de 10 questions ; pour chaque question, 4 réponses 
différentes sont proposées, le candidat doit cocher une seule case, une seule 
des 4 réponses est exacte. 
1) Combien de grilles de réponses différentes peut-on obtenir ? 
2) a) Combien y a-t-il de grilles comportant 8 bonnes réponses exactement. 
b) Combien y a-t-il de grilles comportant p bonnes réponses exactement 


(0 x p < 10). 


p=10 


3) En déduire la valeur de la somme УС, 3°” 


р-0 
On dispose de six jetons sur lesquels on a inscrit respectivement 
0,1,2,3,4,5 à l'aide de ces jetons combien peut-on former : 
1) d'entier de quatre chiffres 
2) d'entier de six chiffres 
3) d'entier de six chiffres paires 


4) d'entier de six chiffres dont le chiffre d'unité est 5 
5) d'entier de trois chiffres et divisible par 9. 


Wi Trouver l'entier naturel n dans chaque cas : 
a) A3-21A2? ; c) Аї=72А!, 
b) Ci-C2 ,217. 
Soient n points distincts d'un cercle avec n > 3. 


1) Quand on joint ces points deux à deux, combien détermine-t-on de droites. 
2) Combien existe —t-il de triangles ayant leurs sommets en ces points ? 
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Dans un plan, on considëre n points tels que 3 quelconques d'entre eux 
ne soient pas alignes. Combien existe-t-il de cercles passant par 3 points ? 


S 1) Pour tout x € IR, on pose f(x)=(1+ x)" . Calculer f '(x) de 2 


facons différentes. 


b) En déduire que (I+ x)'214 nx pour x 20. 


NV 1) Montrer que CR — Ch + C$ +....+ (—1)" Ci 20 


2) Pour n pair, calculer les valeurs de CH CZ +...+ Сї et de Ch + Cà +... + CRH. 


Déterminer n de sorte qu'il existe dans la suite des coefficients du 


développement de (+х)` quatre coefficients en progression arithmétique. 


S 1) une urne contient dix boules noires numérotées de 1 jusqu'à 10 et dix 
boules blanches numérotées de Ià 10. On tire simultanément 10 boules de 
l'urne. Combien ya — il de tirage possibles ? 

2) On suppose que 1 ‘urne contient n boules noires numérotées de l à n 
et n boules blanches numérotées de 1 à n , on tire simultanément 
n boules de l'urne . 

a) combien y a-il de tirages possibles ? 
b) combien parmi ces tirages comporte p boules noires avec 0 <р <п ? 
c) Déduire de ce qui précède une écriture plus simple de 


(СУ (С,У * (C (60 
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CORRIGES 


7 

S 
80 20 

2) a) 15 élëves n'aiment pas la matiëre 


b) 80 aiment au moins la matiëre 
c) 5 n'aiment ni la matière, ni le professeur 











V 











professeur 











N'aime pas 











total 









NS note a lorsque l’équipe A qui gagne et b lorsque l’équipe B gagne. 


a 
a 
Le а 
b b b 
` [к 
ХЭРЭ b 


Le nombre maximum des matchs est : 5. 
Le nombre minimum des matchs est : 2. 


N/ Pour avoir une somme égale à 10 il faut avoir 2 + 3+ 5210 et les 
triplets qui correspondent. 
Sont six ;(2,3,5) (2,5,3) (3,5,2) (3,2,5)(5,2,3)(5,3,2) 
Ou 4+1+5=10 et les triplets qui correspondent sont six aussi. 
Ou 3 + 6+ 1-10 et les triplets qui correspondent sont six aussi. 
Ou 2 +4 +4=10 et les triplets qui correspondent sont trois : 
(2.4.4): (4,4,2):(4,2,4) . 
Ou 6242-10 et les triplets qui correspondent sont trois. 
Ou 3+3+4=10 et les triplet qui correspondent sont trois. 
Finalement il y а: 6+6+6+3+3+3=27 possibilités. 
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* pour avoir une somme égale à 9, il faut avoir: 

1+2+6=9 et il y a 6 cas possibles. 

Ou 1+3+5=9 et il y a 6 cas possibles. 

Ou 2+3+4=9 et il y a 6 cas possibles. 

Ou 1+4+4=9 et il y a 3 cas possibles. 

Ou 2+2+5=9 et il y a 3 cas possibles. 

Ou 3+3+3=9 et il y a 1 cas possible. 

Donc il ya 6+6+6+3+3+1=25 possibilités. 

Il fallait beaucoup jouer pour découvrir une telle différence. 


V 1) a) Les 5 boules sont tirées simultanément. 

n tirage est donc une combinaison de 5 boules prises parmi 12. П y a donc 
Ci, = 792 tirages possibles. 
b) Puisque l'on ne tient pas compte de l'ordre. Un tirage est composé de 2 
boules noirs prises parmi 5 (С? =10сһоїх) et 3 blanches prises parmi 
3 (сз = 1choix) il y a donc C2x C3 =10 tirages contenant 2 noires 
et 3 blanches. 
c) Un tirage est composé de 2 rouges prises parmi 4 (C2 = 6choix) ; de 1 
noire prise parmi 5 (C! = Schoix) et 2 blanches parmi 3 (c: = 3choix) 
donc il y a: C} x C} x C3 290 tirages contenant 2 rouges, Í noire 


et 2 blanches. 
2) a) Cette fois, les 5 boules sont tirées successivement et avec remise 


(on tient compte de l'ordre). Un tirage est donc une < 5 listes > de 5 
éléments pris parmi 12. П y a donc 12? = 248822 tirages possibles. 

b) Le tirage est composé de 2 boules noires prises parmi 5 (5? = 25 choix) et 
3 blanches prises parmi 3 (3? = 27 choix). Comme l'ordre intervient, il faut 
tenir compte des С? =10 façons de les répartir ( C2est le nombre de façons 
de choisir, par exemple, les positions des 2 noires parmi les 5 qui contient le 
tirage).Il y a donc C2 x 52 х 33 = 6750 tirages contenant 2 noires et З blanches. 


с) Le tirage est composé de 2 rouges tirées parmi 4 (4° = 16 choix), de 1 noir 
parmi 5 (5 choix) et 2 blanches parmi 3 (32 = 9 choix). De plus il y a 
Ci =10 façons de placer les 2 rouges parmi les 5 places libres, puis 3 façons 
de placer la noire (il reste 3 places libres) et enfin, une facon de placer les 2 
blanches restantes. Au total, il y a C2 x 3 x 4? x 5 x 32 = 21600 tirages 
contenant 2 rouges,l noire et 2 blanches. 
3) a) Les 5 boules sont tirées successivement et sans remise. Un tirage est 
donc 
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un arrangement de 5 éléments pris parmi 12. Il y a donc 

А» = 12 x 11 x 10x 9 x 8 = 95040 tirages possibles. 
b) La méthode est identique à celle du 2°” question, il y a A2 = 20 façons 
de tirer les 2 noires parmi 5 et A3 = 6 facons de tirer les trois blanches parmi 
3. En tenant compte des C} manière de les répartir, il y a donc 
CZ x A2 x A3 =1200 tirages contenant 2 noires et 3 blanches. 
c)Le tirage est composé de 2 rouges tirées parmi 4 (A7 = 12choix) , 1 noire 
parmi 5 ( A} 25) et 2 blanches parmi 3 ( A$ =6 choix) il y a toujours C2 x3 
façons de les répartir sur 5 positions. Donc il y a: С; x 3 x Aj x Aj x Aj 


= 10800 tirages contenant 2 rouges,Inoire et 2 blanches. 


Ч 1) On choisit 5 cartes sans ordre et sans remise. П y a C, =201 376 


mains de 5 carts. 
2) Il y a, dans le jeu, 12 figures (4 valets, 4 dames et 4 rois). Tout se passe 


comme si l'on choisissait les 5 cartes parmi 12 il y a CÌ} 2792 mains 


comportant 5 figures. 
3) On retire les rois il reste 28 cartes, on choisit 5 cartes parmi 28, il y a donc 


C3, = 98280 mains ne comportant pas de roi. 
4) C'est le complémentaire de l'ensemble précédent il y a donc 
C3, — C3, «103096 mains contenant au moins un roi. 


5) Deux possibilités : 
e un roi qui n'est pas cœur, trois cœurs différents du roi, et une carte qui 


n'est ni roi ni cœur ; il y a alors C} x C3 x Cl = 2205 mains. 

e Un roi de cœur, deux autres cœurs et deux cartes qui ne sont ni rois ni 
cœurs : il y a alors C! x C2 х C4,2 4410 mains. 

Conclusion : cela fait 2205 + 4410 = 6615 mains comportant exactement 1 


roi et 3 cœurs. 
An et AL 
Pas espagnol 


Allemand 
An et AL 


éléves dans cette 
Espagnol 
AL et An et ES 
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1) Il y a 8*= 4096 grilles possibles. 
2) a) 1-1 ;b)1x8*=512 ;c)(1x7)x4=2 
d) 7 x 8° = 358 ; e) 7* = 2401 ; f) 81 — 7^ = 1695. 


1) Пуа 3°= 243 coloriages possibles. 
2a)3x1f=3 ; b)2°=32 ; с)3-2-211: 4)3х1-81 


V 1) a)Les 3 jetons sont tirées simultanément, un tirage est donc une 
combinaison de 3 jetons parmis 10 il y a donc Cj, =120 tirages. 
b) Les З sont rouges ou les trois sont blancs, il y a donc С? + C3 «11 
c) Les numéros pairs sont: 2-4 —6— 8 — 0. 
Les numéros impairs sont: 1 3—-5-7—9. 
Avoir au moins un jeton portant un numéro paire ou encore toutes les 
tirages possibles sauf qui contiennent 3 impairs il y a donc 
Ch - С 120 -10z110. 
d) Avoir la somme des numéros marques est paire il suffit d'avoir : 
* 2 impaires et 1 pair il y a C2x C} =50. 
* 3 pairs il y a C2-10. 
Il y a donc C? + C2 .C} = 50 + 10 = 60 choix possibles. 
2) a) Tirage successifs de 3 jetons parmi 10 avec remise. Le nombre de tirage 
possible est 107 = 1000. 
b) * Les trois jetons tirés sont rouges alors il y a 5° = 125 choix. 
* Tous portant un numéro pair alors il y a 5° = 125 choix. 
* Tous portant un numéro impair alors il y a 5° = 125 choix. 
c) Au moins un qui est rouge c'est à dire tous les tirages sauf le cas ou on 
n'a pas de jeton rouge ; il y a donc 10? — 5? = 875. 
3) a) Tirage successif sans remise de 3 jetons parmi 10. Le nombre de tirage 
possible est Aj, = 720. 
b) * Tous rouges on a alors Aš — 60 
* Tous pairs on a alors А? —60 
* Tous impairs on a alors A3 —60 
C) Au moins un jeton rouge il y a donc Aj, — A3 = 660 


Ч 1) a) l y a 5 ! manières de placer les lettres distinctes du mots 


« élève ». 
b) Les 5 lettres du mot « élève » étant placées dans un ordre donnés, il y a 
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3 ! mots obtenus en permettant les trois < e >. Le nombre d'anagrammes 
; 5! 
obtenus sans tenir compte des accents est donc : 3 = 20. 


2) Si l'on distingue les deux « E » du mot « EUCLIDE » il y a 7 ! mots 


possibles. 
7! 
— = 2520. 


Si l’on supprime le moyen de distinguer les «E» il y a E 
* I] y a 25 lettre dans le mot < ANTICONSTITUTIONNELLEMENT > et 
parmi ces 25 lettres 5 N, 5T, 3I, 20, 3E, 2L. 
Si l'on distingue les lettres communes les unes par rapport aux autres il y a 
25 ! anagrammes. En ne distinguant pas les lettres multiples, le nombre 
d'anagrammes est GENEE 
515131213121 (Gi. OD? (3 
1) Trois personnes se rendent rendez-vous au café du village comme il 
y a 5 cafés alors le nombre de cas possible est 5? = 125. 
2) Aucune personne ne rencontre l'autre il y a A3 — 60. 
3) Les trois personnes se rencontrent est 5. 
4) 2 personnes seulement se rencontrent est le nombre de tous les cas possibles 
sauf le cas ой personne ne rencontre l'autre et les trois personnes se 
rencontrent il y a alors 125 — (604-5) = 60. 


1 )a) Le nombre de circuits correspond au nombre de permutations des 

6 villes c'est à dire, d'aprés la situation 1, 6 ! = 720 circuits possibles. 

b) Si la première ville est Athene, il reste 5 villes ; le même raisonnement 
donne 5 ! = 120 circuits possibles. 

2) a) Si l'on a choisit que deux villes parmi les 6, on a 6 choix pour la 
première et 5 choix pour la seconde donc А2 = 30 excursions possibles. 
b) Soit n le nombre de villes proposées, pour que le nombre d'exursions soit 
égal à 56 il faut que n (n-1) = 56 ce qui équivaut à n?-n-56 = 0. 
A = 225 = 15? alors п = 8 et n"- -7 IN, l'agence doit donc choissir 8 villes 
pour pouvoir proposer 56 excursions différentes. 


1) De chaque dé à 6 faces.Le nombre de triplets possibles est donc de 


6x6x6=216. 
2) Ecrivons tous les triplets dont la somme est égale à 9 : 
e Dutype 1 +2 + 6, il y en а 6 car on peut permuter de 3 ! = 6. 
On peut aussi écrire tous les cas : 
1+2+6; 1+6+2 : 24146 ; 246-1 ; 6-122 ; 61241. 
e Du type 1-345 il y en a de méme 6. 
e Du type 24344 il y en a de même 6. 
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e Du type 1+4+4 il y en a 3. En effetona 1+4+4; 4+1+4; 4+4+1. 


e Dutype2+2+5ilyena3. 
e Dutype 3 +3 + 3 il y en a qu'un. Soit un total de 25. 


Ecrivons tous les triplets dont la somme est égale à 10 : 
Du type 1+3+6 Пуепаб = 3! 
Du type 1+4+5ilyena6. 
Du type 2+3+5ily en a 6. 
Du type 2 + 4 + 4 il y en a 3. 


Dutype2+2+6ilyena3. 
Du type 3 +3 +4il yena 3. Soit un total de 27. 


NA y a pour une question : 
façon de ne rien cocher. 5 façon de cocher une seule affirmation. 


Aš manières de coher deux affirmations car il est nécessaire d'indiquer une 





préférence. Il y a donc pour une question (1+5+ А? ) manières de répondre 
donc par 10.Questions : (1+5+ Aš )? manières de répondre А? = 5 x 4 = 20. 


: 10 8" 4 
donc ily a 26 manières de répondre. 


1) a) Calculons le nombre de Login que l'on peut former : 

e Pour le 1“ chiffre, il y a 9 choix possibles (le O n'est pas admis). 

e Pour le 2°" chiffre, il y a 10 choix possibles. 

e Pour le 6™ chiffre, il y a 10 choix possibles. 

e Pour la lettre, il y a 25 choix possibles (le O n'est pas admis). 

Il y a ainsi 9 x 25 x 10? numéros possibles, donc 225. 107 clients possibles. 
b) Un mot de passe est formé de 4 lettre prises parmi 26 ; avec possibilité de 
remise ; donc il y a 26^ = 456976 mot de passes possibles. Tout client ne 
peut pas avoir un mot de passe, car 225.10? > 456976. 

2) a) Le mot de passe du client est formé de 4 lettres distincts il y a 

А%=358800 mot de passe possible. 
b } Il faut d'abord calculer le nombre de façon de placer les voyelles. 

П y a deux voyelles parmi 4 lettres, donc C2—6 façons de les placer, puis 

б choix pour Іа 1° voyelle et 5 pour la seconde. Le client doit donc essayer 


6 x 6x 5x20x 19 = 68400 mot de passe. 


Ç 1) Les jetons ont une disposition correspondant à un arrangement de 


4 numéros pris parmi 9. Donc, il y a 9x8x7x6 = 3024 dispositions. 
2) Enumérons les dispositions ой les jetons formant un carré. 
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De plus, chaque position est invariante par permutation des pions. 
Il y a donc 6 x 4 ! = 144 dispositions. 

3) Lorsque 3 jetons sont sur une ligne, le 4°" à 6 positions possibles ceci se 
reproduit pour chacune des 3 lignes, donc 6 x 3 dispositions. Comme 
chaque position est invariante par permutation des pions il y a donc 
3 x 6 x 4! = 432 dispositions. 


1) a )Exemples de codes : 2143, 9999, un tel code est un nombre 
compris entre 0000 et 9999 et qu'il y a donc 10000 = 10*. 
b) Les codes formés de 4 chiffres distincts sont des arrangement sans 
répétition donc il y a: А%=5040 codes. 
2) a) Il y a 4 ! numéros si les chiffres sont distincts or 9 se répète 2 fois donc le 


4t 
nombre de codes possibles avec 9 — 9 - 5-1 est à 212: 


Donc au maximum 11 essais infructueux. 

b) Les chiffres sont distincts deux à deux alors il y a 4 ! = 24 codes possibles 
donc 23 essais infructueux. 

3) Dans ce cas l'ordre ne joue plus de rôle, puisqu'on appuie simultanément 
sur les quatres touches, de plus il ne peut y avoir de répétition, toujours pour 


la même raison. Il y a donc Сү, = 210 codes possibles. 


Vi 1) Exemple de гёропве: (3,1,3,2,4,1,2,2,4,3) qui indique que le 
condidat à coché la troisième case de la 1** question, la 1** case de la 2°"° 


question, etc.... П y a quatre choix pour la première question de même pour 
les autres questions. Il y a donc AT = 1048576 réponses. 

2) a) Imaginons une urne qui contient 10 boules numérotée de 1 à 10 et tirons 
siumltanément huit boules de cette urne : les numéros obtenus seront les 
numéros des questions aux quelles on a répondu exactement ; il y a donc 
C}, choix possibles pour les huit bonnes réponses. Quand on a coché ces 


huits bonnes cases, il reste a répondre a deux questions, pour chacune 
d'elles, on a le choix entre trois mauvaises réponses c'est à dire 3 x 3 = 9 
possibilités. Il y a donc en tout C$, х9 = 405 telles grilles. 


b) Même raisonnement, si p remplace 8 : il y a en tout Cf, . 39» 


3) La somme à calculer est la somme du nombre de cas où il y a 0,...,10 


réponses exactes on obtient dans la totalité des cas, et on a donc 
р-10 


2.0. 39 =(1+3)0 -40, 


1) Un entier de 4 chiffres notons le abcd avec a +0 on a alors un 


arrangement. 
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Le nombre de tous les cas possibles А? —360 privé du nombre des cas ou 
le chiffre des milliers est O (Ai- 60) donc il y a 360 — 60 = 300 nombres de 


4 chiffres. 
2) Même raisonnement donc il y a A$ — Aš = 720 — 120 = 600 nombres de 6 


chiffres. 
3) Un nombre entier est pair si le chiffre des unités est 0 -2-4 : < le nombre 


d'entiers dont le chiffre des unités est O, il y ena А?=120. 

Le nombre d'entier dont le chiffre des unités est 2 ; il y en a A? — A1 =96 
Le nombre d'entier dont le chiffre des unités est 4 ; il yena A3 — Aj =96 
finalement le nombre d'entier pair est : 120 + 96 + 96 = 312. 

4) Le chiffre des unités est 5 et le chiffre des milliers est différent de 0 on a 
alors A3—A4 = 96. 

5) Soit X un entier de trois chiffres est divisible par 9 avec X = abc avec a + 0 
et a,b,c e{0,1,2,3,4,5}.X est divisible par 9 si et seulement si a +b +c est 
divisible par 9. 

e Dutype4+0+5ilyena АЗ-А2-4. 

e Dutype2+3+4ilyena АЗ-6. 

e Dutype3+1+5Silyena A3=6 

Donc le nombre d' iue de 3 chiffres et шил par 9 est :6 + 6 +4 = 16. 


Wi N20/ On sait que Ab at 23 et Сї= =P р)! ; psn 


a) A? 221A? avec n<7 et n-2<6 soit n<7. 





i. um 6! 6! _ 3.7.6! 
Teni 21% A ou encore 0 s 
équivaut à : gli = Go on multiple par (8 — n)! l'équation devient 


(8=n)=3 soit n=5<7 donc la solution est n = 5. 
b) Ci +C2_, =17 avec n-32>2 et n22 soit n>5 


n! (ne HL "> n(n-1)(n-2)! , (n=3)(n-4)(n-5) !_ 
(VO UI ИЕ С " 


Ah =D 213 = 2)! 
et par suite n(n—1)-«(n-3)(n - 4)234. Soit Dn -8n - 22-0 -4n -1120 
A'= (2 +11=15, les solutions sont n-24415 ou n-2-415 
n'apartiennent pas IN, donc cette équation n'a pas de solution dans IN. 

c) Aà — définie que pour 123. 


OM -72 42872, soit n(n-1)(0 -2)-72(n - 2) 
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ou encore (n _ 2) (n2 qe 72)- O équivaut à n 2 2x3 (à rejeter) ou 

(e -n-72-0) 

* n?—n—72-0 A'=1+72x4=289 donc les solutions n2 -8eINounz923 
finalement la lution est n = 9. 


d 1) Une droite est définie par la donnée de deux de ses points. 
En prenant deux àdeux les n points donnés du cercle, ou détermine C$ 
droites distincts (car une droite recontre un cercle en au plus deux points). 
Donc les n points du cercle que l'on joint deux à deux détermine 


Ci- AH droites. 


2) Un triangle est définie par la donnée de ses sommets, c'est à dire par la 
donnée de trois points non alignés. (On ne tient pas compte de l'ordre dans 
lequel sont énoncés les sommets). Or, les n points donnés du cercle sont 
distincts et il n'en existe pas trois qui soient alignés (car une droite 
rencontre un cercle en au plus deux points). Donc les n points donnés du 


n(n-1)(n-2) 
6 


cercle déterminent Ci triangles différents , soit : triangles. 


Par trois points non alignés, ne passe qu'un seul cercle et on ne tient pas 
compte de l'ordre dans lequel sont énoncé les points et ceci bien sur pour 
justifier l'emploi des combinaisons, dans le nombre de cercle est 


. n(n-1)(n-2) 
Ci XE ss 


]) f est une fonction polynome donc dérivable sur IR et on a : pour tout 
xeIR,f'(x)=n(1+x)"_. 
Si on développe f(x) par le binome de Newton, on a : 
f(x) = CR+ Сіх + Càx? +... + CRx"! + Сах" et en dérivant cette somme 
ona: f'(x) 2 Ch + 2Cáx «....-4(2-1)С х"? rn), 
2) a) En égalisant les deux écritures de f ' (x) et en remplaçant x par 1, on 
trouve que : n(1- 1)! =С%+2С@х1-+....+ (n - )Or! x12 nCi x1 
d'ou: 02"! =C} - 2Ci 9 ...--(n-1)Ct7 - nC. 
b) Remplaçons С? par 1 et Ch par n dans l'expression : 
(--х)-С8--Сїх--Сах2 +... Cite Сух" 
Nous obtenons : (пх) =l+nx+CüX2 +... + Ci! x"! + Ch x" j 
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Il est immédiat que (+ х)" >1+nx pour x x0. 


y Ce genre d'exercice doit obligatoirement faire penser au binome de 


Newton. Restent à trouver les valeurs par lesquelles seront remplacés a et 
b. 
1) On а: (1+ х)'= CR + Cix + C2x2 +....+ Cit! + Сах" (1) 


Si on remplace x par (-1) on obtient : 


2) On suppose que n est pair (n = 2 p). Remplaçons dans la formule du (1), n 
par 2 p. On trouve : 
CL, Oh + Cht. ("C2 20 CI, - C - C2, 4. C =0 (2). 


Appliquons la formule (1) au cas x = 1 


D'où 2" = Cà + Ch+ Cå+......+ Ci! + Ctt ; remplaçons aussi n par 2p 
on obtient : 27? =C3,+C13, +C3,+....+C3 (3). 


3) (2) + (3) conduit à 2 Ca + 2C2 +... 2C = 22 . 
22 
D'oü C9, +C3,+ Sin? +С = E EQ n 


(3) - (2) donne : 20442047... -2 C22" =2> , 


Ой encore Ch Co... Сар Euh. 


Soit a, a+b, a+2b , a + 3b les quatre coefficients en question. 
Reconstitutions un fragment de triangle de Pascal : | 
2a+ba+2ba+3b= 2a+b2a+3b2a+ 5b 
4a+4b4a+8bécriiecommea+b а+2 a+3b 
2a+b 2a+3b 2a+5b 4a+4b 4a+8b 
avec a est un coefficient qui existe à l'intersection de la n° ligne et la p° 
colonne du triangle de Pascal. 

Donca= Cb ;a+b= С! ;a+2b= C}? ; a+3b=CR*# 
p+3 


2a+ b= C^ ;2a+3b= CPZ ; 2a+5b=CRH 
Да +46 = CP? ;4a+8b= С?З 

Des conditions nécessaires apparaissent : 

da +4b=4(a+b) et donc CZ ACHT. 


156 


Dénombrement Solutions 


4a +8b=4(a+2b) et donc С? -4С 7. 
! 


I (n+2)! _ : 
Soit GIMP СЕБИЛГЕН 


(n+2)! 24 n! 
@+3)!@m-p-1D! (p*2)!(-p-2)! 
La simplification des factorielles donne respectivement : 
(n+2) (0-1) m (n4 2) (n+1) 24 
(р+2) (n-p) (pr3)n-p-1) ` 
Pour que les deux égalités soient vrais on doit avoir : 
(p+ 2)(n-p)=(p+ 3)(n-p-1) ou encore n =2 p +3. 
Chacune des relations équivalant alors à : 
(2p+5)(2p+4)=4(p + 2)(p +3) soit à 2p + 5 = 2 (p+3) et ce si est 
impossible donc il n'existe pas de valeur de n pour laquelle quatre 
coefficient binomiaux sont en progression arithmétique 


Ç 1) l'urne contient 20 boules et on tire simultanément 10 boules 


alors le nombre de cas possibles est Cj) =184756 
2) a) l'urne contient 2 n boules et on tire simultanément n boules 
(2n)! ` Gol 
n!(2n-n)! (n!) 
b) on tire parmis les 2 n boules : p noires et n-p blanches alors le 
nombre de cas possibles est: C C?*— CT. C? = (С?) car С?= C7? 
le nombre de cas où on tire 0 noires et n blanches est (C?) 


le nombre de cas où on tire 1 noires et n-1 blanches est (С!) 


et 


alors le nombre de cas possibles est. C5, = 


c)ona | le nombre des cas où on tire 2 noires et n-2 blanches est (C2)? 





(le nombre de cas où on tire n boules noires et 0 blanche est (C7)? 


on additionne ces cas on trouve tous les cas possibles 


! 
par suite (С + СОН СУН e (QD С—С 
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Chapitre VII 
Divisibilité 


m Principe de raisonnement par récurrence. 

Soit P„ une propriété dépendant d'un entier naturel n supérieur ой égal à по 
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées: 

e Р, est vraie 


e si P, est vraie alors Р, ; est vraie, alors P, est vraie pour tout n supérieur ой 
égal à no 
m Méthodes sur la divisibilité sur IN: 
e La Division euclidienne : 
Soient a, b deux entiers naturels avec bÆ0 il existe un seul couple (9, r) 


8| Б| х lal + avec O € r(b 


| Эл 


la dividende Diviseur quotient 
eSir=0 alors a=b.q оп dit que a est un multiple de b 
oü bestun diviseur de a. . 
Si un entier c Z Ü et c divise b et a alors c divise 


tel que 


tout entier de la forme ma - n b (mne IN) 


e Comment montrer que b divise a ? 

15“ Méthode 

Factoriser en produit de facteurs consécutifs pour prouver une divisibilité 
Exemple 

Montrer que 2 divise п? + п 

п +n = n(n + 1). comme n, n + 1 sont consécutifs 

alors 2 divise n + 1 ou 2 divise n = 2 divise n^ + n. 

25" Méthode 

La démonstration par récurrence 

Exemple 

Montrer par récurrence que :* n° — n est divisible par б. 
*vérifions pour n = 0: 

n! — n = 0 divisible par 6 donc la propriété est vraie pour n = 0 
*Supposons pour tout n > 0 on a n° — n est divisible par 6 
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Montrons que (n + 1) - (n + 1) est divisible par 6. 

(п+ 1) - (п + 1) = п? + Зп + 20 = п-п + 3(n? + п) 

comme п? — n est divisible par 6 et 3x n(n + 1) est divisible par 2x 3 = 6 d’où 
(n + D? — (n + 1) est divisible par 6. 

D'après le principe de récurrence ` Vn e IN „n? — п est divisible par 6. 

Зёте Méthode 

Si d divise c et c = ma + nb il faut retrouver m et n alors d divise a et divise b 
Exemple 

a-3n-5 et bz2n- 7. 

Montrer que tout diviseur commun à a et b est un diviseur de 11 ? 

k divise a et b alors k divise 2a et 3b d'oü k divise 2a — 3b 

et 2a - ЗЬ = бп — 10— бп + 21 = 11 en déduit que k divise 11 d’où tout diviseur 
de a et b est un diviseur de 11. 

m PGCDet PPCM: 

e Le plus grand commun diviseur de a et b qu'on note PGCD(a,b) ou a Ab 





e Le plus petit commun multiple de a et b qu'on note PPCM(a,b) ou a v b 
Exemple 1 : Déterminer le PGCD et le PPCM de 360 et 500 
On décompose en facteur premier et on procéde comme suit 
360 |2 500 |2 360—2? х3? x5 et 500-2? x 5? 








180 |2 250 |2 X PGCD(360,500)-2! x5- 20 
90 |2 125 |5 РРСМ (360,500) 22? x3! x5? 29000 
45 |3 25:15 
15 13 5 |5 
5 |5 1 
1 


Exemple 2: Déterminer PGCD et PPCM de х (x -1 ў et x? -x? 
On factorise x° -x^ =x? (x-1) et x(x-1). 


РОСР(х(х-1) , x? -x?)=x(x-1) 


PPCM(x (x-1) , x° -x° )=x? (x-1)' 
Méthode d'algorithme d’Euclide : calculer le PGCD (a, b) ? 
On divise a par b on obtient a = bo + г, avec 0<r,<b 
puis on divise b par r; on obtient b=q,r +r, avec т, (г 
puis on divise r, parr, onobtient r =r, q; +1, 


ainsi de suite jusqu'a tomber sur un reste nul 
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с >| 


on conclut alors PGCD (a, b) est le dernier reste non nul. 
Exemple : PGCD (120, 35) ? 





120=3x [35|+25 25-10х 2-5 
35-04 x 1410 10 -B x 2+0 


donc PGCD (120, 35) est 5 car c'est le dernier reste non nul. 
m Propriétés : 
e SiaAb = 1 alors avb= ab 
e Sia/balors алр-а etavb=b 
e PGCD (ka, kb) = k PGCD(a, b) 
m les diviseurs d'un entier naturel : 
e Définition : 
b est un diviseur de a qu'on note b/a signifie que a = b.q avec qe IN 
On note : Div (a) l'ensemble des diviseurs de a 
Exemple : 
eDiv(2) = {1,2} 
eDiv(5) = (1, 5) 
e Lemme d'Euclide : a, b € IN* 
Si a =b q + r alors PGCD (a, b) = PGCD (b, r) 
= Systèmes de numérotation : 
e Définition : A €IN , l'écriture de A dans le système de numérotation de 











base b sous la forme A =q, q, , ....q, . Signifie que 
Ага, +bq, #69, +...+b"q, 


Oà А-7 bo avec (0<q;<b-1Si izn) et 1<q, £b-1 


i=0 
Exemples : 
1)Sib=5 (Système à base 5) 


A = 412=2+1x5! +4x5? =107 
2) Si b =2 ( Système à base 2) ou binaire 
А =1011=1+1x2' +0х2? +1х2? =11 


Exemple : 
А = 2031 écrire A danslabase 5 








А = 2000 +30 + 1 = 2х1000+30+1 or 1000=10° =5° х2? 
-16х5 +6х5+1=(15+1)х5 +(5+1)5+1 
= 3.5* +5 +5? +5+1=31111 
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Remarque : 

* Si b= 2 (système à base 2) on dit dans le système binaire. 

* Si b= 10 (système à base 10) on dit dans le système décimal. 
Réflexes 









Montrer qu'un polynóme en n est 
divisible par b 


On essaye dans l'ordre : 
1) Ecrire comme le produit de nombre 


consécutifs 
2) Démonstration par récurrence 










Montrer qu'une somme de 
puissances d'exposants dépendant 
de n est divisible par b 

Montrer qu'un diviseur commun à 

deux nombres a et b divise un 

nombre c 

Pour déterminer un PGCD de deux 

entiers 


La démonstration par récurrence 




















On essaye d'écrire c sous la forme 
па + mb avec п, me IN 






















* On essaye d'appliquer la formule : 

1) PGCD (ka, kb) = k PGCD (a, b) 
puis en utilise l'algorithme 
d'Euclide. 

2) On décompose en facteurs premiers 

1) On calcule PGCD puis en applique 


PPCM (à, b) = avb s SË 
anb 










Pour déterminer un PPCM de deux 
entiers 
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ENONCES 


Q. C.M 
Indiquer la réponse exacte par a,b et c , justifier votre réponse. 
1) les nombres d'entiers premiers compris entre 1 et 80 se terminant par 3 est : 
ke b] 7 k] 6 
2) 2+ х3" x 5 x11 est divisible par le cube е: 
a] 8 b] 9 E] 10 


3) Le PPCM (984 , 702) est égale à : 


a] 8856 b] 9126 Е] 115128 
4) n e IN °, PPCM ( n(2n+1) ; 2n+1) est égale à : 
B] n(2n+1) b] n2n«1? E] 2n+1 


Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 
1) Si PPCM de deux entiers naturels est multiple de 15 alors l'un au moins 
des deux est multiple de 15. 
2) Le PPCM d deux entiers naturels non nuls est toujours strictement supérieur 
à leur PGCD. 
3) le PPCM de deux entiers naturels pairs ne peut jamais étre 
égal à leur produit. 
4) Le PPCM de deux entiers premiers est égal à leur produit . 


N , Donner le PGCD et le PPCM de 1440 , 4536 et 39600. 


1) Déterminer le PGCD de 2045 et 64. 
2) Donner alors une solution particulière de l'équation définie dans IN? 
par 2045x — 64y = 1. 
Soit ne IN*. 
1) a) Montrer que PGCD (n-1,n^ -3n 6) - PGCD (n-1,4). 
b) En déduire selon n la valeur de PGCD de n – 1 et n? — Зп + 6. 


2 
29 ; 
2) Pour quelles valeurs de п la fonction ` _ —— est elle un entier naturel ? 
n - 


117 7 i | x+y=224 
étermine ti turels x et y t : 
r les entiers naturels x et y tels que PGCD(x : y)=16 
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У az 10m +u b=n+2u 
a, b, n, des entiers avec u un chiffre. 
Montrer que : a est divisible par 19 si et seulement si b est divisible par 19. 


Ç Montrer que si n est pair alors les nombres A = n(n2 + 20) 
B=n(n2-20) et C =n(n2 +4) et D = n(n2 - 4) sont divisibles par 8. 


9 1) Démontrer que pour tout entier naturel п, 3?"*' +2"*2 est divisible 
par 7. | 
2) Démontrer que pour tout entier naturel n, 3% —2*" est divisible par 665. 


NG: n € IN*, S(n) la somme de tous les diviseurs de n (y compris 1 et n). 
1) .Саїсшег S(8) , S(36) et S(152) 
* On dit qu'un nombre n est parfait Si S(n) = 2n. 
2) Montrer que 28 est un nombre parfait. 
3) Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors 


S(axb)-S(a)xS(b). 

4) Montrer que si p est premier si et seulement si S(p) =p + 1. 

5) Soit p un nombre premier et k € IN*. Quels sont les diviseurs de р”? 
ke 

p -1 
Sek ` 

6) Décomposer 496 en produit de facteur premiers. 


Déduire des questions 3 et 5 la valeurs S(496). Conclure. 
• Système de numérotation dans la base a : Soit une suite définie sur IN*, par 


15288 ÜU. =U; «D, +ï. 
1) Pour ne IN* : 
a) Montrer que О,,,-1=0, (U, -1). 
b) En déduire que U;,, =U, .U, ,... U, U,. 


n+1 
2) Déduire que deux quelconques de ses termes sont premiers entre eux. 


En déduire S(p“ )= 


n-1 ** 


V Déterminer x et y pour que le nombre A = 4x 3y soit divisible par 2 et 
par 9. 
Un entier égale à la somme de les diviseurs autre que lui méme est appelé 
nombre parfaits. 
1) Vérifier que 6, 28, 496 sont des nombres parfaits. 
2) Montrer que si 2" — 1 soit premier. Alors le nombre 2" "(2 — 1) est parfait. 
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x Quels sont les entiers de 3 chiffres qui s'écrivant xyz dans le système 
de base 7 et тух dans le système de base 11. 


V 1) Ecrire dans le systéme décimal : 


Les nombres suivantes écrits dans le systéme binaire : 


(100). : (10100) . ; (111)... 


2) Ecrire dans le système décimal les nombres suivants : 166, 588, 1307 


Ç 1) Soit ne IN*, Montrer que X = 4" + 15n - 1 est divisible par 9. 


2) Soit n e IN*, Montrer que Y = 22"! x3"? +1 est divisible par 11. 


X Soit l'entier N = 53 x4 dans la système à base 8 

a) Déterminer x pour que N soit divisible par 7. 

b) Déterminer x pour que N soit divisible par 6. 

c) En déduire x pour que N soit divisible à la fois par 6 et 7. 





T 1) On appelle diviseur strict d'un entier naturel tout diviseur autre que 
le nombre lui méme. Déterminer les entiers naturels diviseurs stricts de 2220. 
2) On appelle nombres amiables deux entiers naturels tels que chacun d'eux 
soit égal à la somme des entiers naturels diviseurs stricts de l'autre. Vérifier que 
220 et 224 sont amiables. 


V 1) Déterminer les entiers naturels a et b tel que a + b = 11994 
et PGCD (a, b) = 1999 ( on admet dans cette question que 1999 est un 
nombre premier). 


2) Soit l'équation dans IN : (B) : X°-SX+11994=0 avec(S e IN) 


a) Déterminer S pour que 3 soit une solution de l'équation. 
Déterminer alors la 2°" solution. 
b) Peut-on avoir un entier S tel que 5 est solution de (E). 
3) Montrer que tout entier n solution de (E) est un diviseur de 11994. 
En déduire toutes les valeurs possibles de S telles que (E) admettent 
deux solutions entiers. 


La clé des codes barres : 
e 


code UPC (Universel Prodect Code) utilise des nombres de treize chiffres 
pour designer un produit de consommation. Les douze premier chiffre désigne 
le produit, le treizième est un clé de contrôle destinée à délecter une erreur dans 
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l'un de douze premiers. La clé est calculée de tel sorte que si le nombre l'écrit 


6 6 
a,;az...a;3. alors 3х 2. а, > 8,,, est divisible par 10 
1-1 150 
Exemple calculer la с16 associé au nombre de douze chiffres 325 039 17 681 
3x(2+0+9+1+6+1)+(3+5+3+0+7+8-k) est divisible par 10 


3x19+26+k=83 +k quiest divsible par 10 d'où k =7 (la clé k 0<k<9) 


Déterminer la clé de chacun des codes barres suivants : 130 090 003 412 ; 561 
111 305 500 ; 156 130 550 001. 


On considère la suite (u,) d'entiers naturels définie par : 


n+ 


u, =14 
u,,,75u,-6 pourtoutentiernatureln. 
1) Calculer u,,u,,u, etu, 
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers 
chiffres de u, ? 


2) Montrer que, pour tout entier naturel n, и, ,, —u, est divisible par 4. 


n+2 
En déduire que, pour tout entier naturel k, ux- 2 est divisible par 4 et 
Us, est divisible par 4. 


3) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel п, 20, = 5" + 3. 
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CORRIGES 


Ni осм 


1) c] : 6 sont 3, 13, 23, 43, 53, 73. 

2)b] : 9 car 2* x 3" x 5? x11=2* x (32)? x3x 5? x11 
Donc 9? divise 2* x9! x3x5? x11 

3) c] : Le PPCM (984, 702) = 115128 

4)В| : PPCM (n (241), 2n+1) = п (2041) 


NZ 1) Faux : PPCM (6,5) = 30 et pourtant 6 et 5 ne sont pas des multiples 
de 15. 

2) Faux : PPCM (15,15) = 15 et PGCD (15,15) =15 

3) Vrai : a, b deux entiers naturels pairs 
Alors PGCD (a, b) est au moins égal à 2 donc PPCM (a, b) sera toujours 
différents de ab. 

4) Vrai : a, b premier alors PGCD (a, b) = 1 
Alors PPCM (a, b) = ab. 


N/ On décompose en facteurs premiers : 1440, 4536, 39600 on obtient : 
144022? x3° x5 

4536-2! x3* x 7 

3960022* x3! x 5? x11 


d’où le PGCD (1440, 4536, 39600) égal à 2° x3^ =72. 


1** Méthode : 
1) On décompose en facteurs premiers : 64 et 2045 on obtient : 
64 = 2° et 2045 = 5x409 alors PGCD (2045, 64) = 1 
29", méthode : 


On bien en utilise l'algorithme D'Euclide 


2045 | 64 et 64 [61 et 61 D et 3 [1 
61131 311 1120 013 
donc PGCD (2045, 64) est le dernier reste non nul qui est 1. 
2) 2045 =61+64х31 
2045 = 61 + 64х31 et 6426143 et 61=20x3+ 1 
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comme 61 2 2045 - 64x31 et 3264-61 

3 = 64— 2045 + 64х31 

3 = 64x 32 — 2045 

3х20-04х32х20-2045х20 

ainsi 1 2 61 - 20x3 . 
1 2 [2045 - 64 x 31] - [64x 32x 20 - 2045 x 20] 
1 22045x21 -64x31x21 
1= 2045х21 -64x651 

donc x = 21 et y 2251 


G a) Comme n?-3n+6=n2-3n+2+4=(n-1l)(n-2) +4 
Comme d divise 4 et n— 1 donc d divise (n? - 3n + 6) 
Soit d' = PGCD (п — 1, n? - Зп + 6) alors d' divise n — 1 et n? - Зп + 6. 
Comme 4 = (n? - Зп + 6) - (n — 1) (n - 6). Donc d' divise 4 d’où d' divise 4 
etn— 1 ainsi d' divise d et comme d divise d alors d 2 d' 
finalement PGCD (n - 1, 4) = PGCD (n- 1, n? - 3n + 6) 
b) PGCD (n - 1, n? - 3n + 6) = PGCD (n - 1, 4) 
donc un diviseur de 4 or Div(4) ={ 1,2, 4} d'où de{1,2,4}. 
2) Onan?-3n+6=(n-1)(n-2)+4 
2 
- + 
Lannen un entier si et selement si n - 1e Div (4) 
n- n- 
сэп-1-1 oun-]=2 ou n-1=4 
n=2ou n=3 ou n=5 


d’où ne( 2,3, 5) 


Va (x, y) = 16 alors x = 16k et y = 16k" avec k, k'e IN. 
x + y = 224 devient 16k + 16K? = 224 
k+k'=14 comme k,k'eIN 
alors (k,k')e{(13,1) :(11,3) (9.5) (1.13) (3.11) (5,9) | 
ainsi (x, y)e{(208,16) :(176,48) ;(144,80); (16,208) ;(48,176) ;(80,144)) 


1) a est divisible par 19 
= 10n + u est divisible par 19 


= 1l0n+u= 19k, keIN 
=> u= 19k — 10n 
b=n+2u=n +2 (19k -— 10п) =-19n + 2x19k = 19(2k — n) 


167 


Divisibilité Solutions 


donc b est divisible par 19 
* Si best divisible par 19 
=> n+2u=19% => n=19k -2u 
a = 10n + u = 10(19k' – 20) + u 
a = 19(10К”-1) donc a est divisible par 19. 
Conclusion : a est divisible par 19 si et seulement si b est divisible par 19. 


V n est pair on peut l'écrire n = 2p (pe IN) 


A = n(n? + 20) = 2p (Ap? + 20) = 8p (p? + 5) d'oü A est divisible par 8. 
B = 2p (4p? - 20) = 8p (p? - 4) 

C =2p (4p? + 4) = 8p (р + 1) et D = 8p (p2- 1) 

donc B, C et D sont divisible par 8. 


1) Pour n = 0 : 342? = 7 et 7 est divisible par 7 
Supposons que 32571 + 2^ *? est divisible par 7 
Montrons que 3?' *? + 2^ *? est divisible par 7 
On a 3? *? + 2n *3 – 320 +1 | 9-2""2 5237*1 : 9 + 27872 | (97) 
= 320 +1 .9 2352 „9-7. 2n*2 = 9(37°*! Eege VE . 212 
Comme 3? * ! + 2^*? est divisible par 7 et 7 . 2" *? est divisible par 7 
alors 3? *? + 2" *3 est divisible par 7 . 
Conclusion : Vn e IN , 3? *! + 2?*? est divisible par 7. 
2) Pour n = 1 опа: 3$ — 2Ó = 665 qui est divisible par 665 
ainsi la propriété est vraie pour n = 1 
Supposons que 3°" — 29" est divisible par 665 et montrons que 
390*D. 260 +D est divisible par 665 
SE > 26 Eora 35% ‚3% _ 2% . 26 =3% ‚729 E 2 6n .64 


=729(3% -2% )+(729-64)2% —729(3* -2* )+665.2° 


comme 3% — 2% est divisible par 665 et 665 . 2°" est divisible par 665 
Alors 390*P _ 25089 est divisible par 665 d'après le principe de récurrence 
3% — 26" est divisible par 665. 


Ç Les diviseurs de 8 sont : 1, 2, 4, 8 


1) S(8)=1+2+ 4+8=15 
Les diviseurs de 36 sont : 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36 
S(36)=1+2+3+4+6+9+12+18+36=91 
Les diviseurs de 152 sont 1, 2, 4, 8, 19, 38, 76, 152 
(152 = 22.19 donc le nombre de diviseurs est (3 + 1)(1 + 1) = 8) 
S(152)=1+2+4+8 + 19 + 38 + 76 + 152 = 300 

2) Les diviseurs de 28 sont 1, 2, 4, 7, 14, 28 
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5(28) = 1+2 +4+7 + 14 + 28 = 56 =2x28 

donc 28 est ип nombre parfait. 
3) Montrons que a et b sont premiers entre eux et seulement si S(a b) = S(a) 
S(b) a et b sont premier entre eux alors tout diviseur de axb est le produit 
d'un diviseur de a et d'un diviseur de b. 

S(a b) est la somme de tous les termes de la forme 
(diviseur de а) х (diviseur de b) c’est alors exactement S(a) x S(b). 
4) Sipest premier ses diviseur sont let p donc S(p)=p+ 1 
5) Les diviseurs р" sont 1, p, p?, р pupa 


S(p9=1+p'+p2+..+p A c'est la sommation des termes 
1-0 


consécutifs d'une suite géométrique de racine q = p. de 1** terme 1. 
k+1 k+I -1 


lp р 
S k 
(n lp pi 
6) 496 = 2x31 
2* et 31 sont premiers entre eux et on a S(31) 2 1 +31 
5 
= 32, SCH Е 
2-1 
50496) =5(2* )х5(31)=31х32=992=2х496 
Donc 496 est ип nombre parfait. 
1) а) U,,; -12U; -U, +1-1= 105-0, =U, (U, -1). 
b) Vérifier: О, =10?-0,+1=3 et О, -1=2= 0, ainsi la propriété est 
vrai pour n = 1. Supposons U,,, -1= 0, .U, ,...0; U, 
Montrons que U,,, -1-U,,, ;U, U, U,. 


En effet: U, -1=0,.. (Upa Us Dan (U, U, D U, ) 


n n 
D'après le principe de récurrence on а: 


VxeIN* Uaa -1=U„.U„.,. ...U,.U,. 
2) U. -1=U,„.U U,.U, 
alors U,,U, , ..., U, sont des diviseursde U ,, -1 


nien 


doncilnedivisepas U, ,,. 


NV A = 4x 3y est divisible par 9 et 2 
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4+x+3+ yest divisible par 9 
уе(0,2,4,6,8) 
Pour y = 0=> 7 + x est divisible par 9 => x =2 
Pour y=2— 9 + x est divisible par 9— x =0 ou х= 9 
Pour y =4= 11 + x est divisible par 9=> x =7 
Pour y =6=> 13 + x est divisible par 9 => x = 5 
Pour y = 8— 15 + x est divisible par 9 => x = 3 
ainsi les valeurs de (x, y) sont : (2, O) ; (0,2) ; (9,2) ; (5,6) ; (3, 8) ; (7, 4) les 
nombres alors sont : 4230, 4032, 4932, 4536, 4338, 4734 
1) Div (6) = {1,2,3,6}, 1 + 2 + 3 = 6 alors 6 est parfait. 


Div (28) = {1,2,4,7,14,28}, 1 +2 + 4 + 7 + 14 = 28 alors 28 est parfait. 
Div (496) = {1,2,4,6,16,62,124, 248,496} 


1+24+4 +6 + 16 + 62 + 124 + 248 = 496 alors 496 est parfait. 
2) On sait que 2" — 1 est premier et que les diviseurs de 2"! sont : 1, 2, 2°, ... 
...2"`' alors les diviseurs du nombre : 


27 et 2^ -1,2(2" -1),22 (2^ -1)..27? (2^ -1) enfin äh D 


Signifie que | 


ier eam qaae ач) Улиг аг 
к-0 k=0 


Ls n 1-2" n-1 
c de (> 2". Sommation d'une suite géométrique 
As - k=0 


de raison q = 2) 


=2" -1+(1-2")(1-2*!)=(2" -1)[1-1+2"! ]=(2" -1)[ 2"! |2" (2" -1) 


On conclut que 2"*! (2" 4) est parfait. 


v Soit A l'entier qui vérifie les deux conditions : 
* xyzdanslesystéme de base 7 alors z - 7y + 7x = A 
ш тух dans le système de base 11 alors x + 11y + 1122 = А 


Ainsi À = x + lly + 1212 = 49x + Ty +z 
Soit 48x — 4y — 1202 = 0 
12x - y - 302 = 0 
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1<x<6 
y = 12x - 302 en base 7 on a :40<y<6 
0<z<6 


5 
comme y O ыш N R E RUE donc x232 z 
x =3 => y =36-30z alors z=lety=6 
nz5-»yz60-30z alors z=2ety= 0 


ainsi les entier sont 361 ou 502 dans le système de base 7 


9 1) (100) ах =0+0x2+1x22=4 4опс(100),, — (4), 
(10100)всьх 
=0+0x2+1x22+0x2*+1x2=20=2x10=0+2x10=(20) 


(11. Оа =1+1x2+1x22=6=(6), 

2) 166 = 100 + 60 + 6 =10° x1+6x10+6=(166) 
588=5x10° +8x10+8=(588) 
1307=1000+300+7=10° +3x10° +7=(1307) 


NA, Vérifions pour n = 1 

X=4+ 15 - 1 = 18 et 18 est divisible par 9 

Supposons que la propriété est vraie pour n2 1 c'est-à-dire X est divisible par 9 

Montrons que 4? t! + 15(n + 1) — 1 est divisible par 9 
*«4*r15(n«1)-124.4^- I5n415-124.4"^ + 15n + 14 

= 4.(4®+ 15 n -1) - 60n + 15n + 18 

= 4. GU + 15п — 1) - 45 n + 18 = 4(4" + 15n - 1) + 9(2 - 5n) 

Comme 4" + 15 n - 1 est divisible par 9 et 9/9(2 — 5n) 

alors 9/ Ka +15(n+1)-1] ainsi d’après le principe de récurrence Vne IN* 


X = 4" + 15n- I est divisible par 9. 
2) Montrons par récurrence que : V хє IN*, y est divisible par 11 


dix 


dix 


Vérifions pour n = 1 опа: 
y=55est divisiblepar 11 => y est divisible par11. 
Supposons que la propriété est vraie pour 
n > 1 c'est à-dire y = 27! x3"*? +1 est divisible par 11. 


Montrons que 2?"*! x3"* +1 est divisible par 11 
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тугал E 41-22 CH AE 3+1=12.22-1 салад +1 
EI EW x 3n+2 +1)-12+1=12(2?"" x 32 +1)-11 


Comme 2257! х 3" *2 + | est divisible par 11 et 11/11 
ainsi d'après le principe de récurrence у= 22 x3"*? +1 est divisible 


ar 11. 
NY а) N = 53x4dansla base8 alors N=4+8x 43.8? 5.8! 28x +2756 


comme 2756 = 393х7--5 
alors N = 8x +393х7+5 — 7x € 393.7 c 5-* x ainsi N est divisible par 7 
si et seulement si 5 + x est divisible par 7 or O€x <7 
donc la seul valeur de x qui convient est 2 
b) N = 8х + 2756 comme 2756 = 459x 6-2 alors N=8x - 459.62 
= 6x+459.6+2x +2 

N est divisible par 6 si et seulement si 2x + 2 est divisible par 6 comme 

O<x<7 donc x=2 ou х= 5 


c) N est à la fois divisible par 7 et par 6 si et seulement si (x 22 ou x = 5) et 
x 2 alors x =2 


2220 = 2? x3! x 5! x37! (donc le nombre des diviseur est (2 + 1) (1 + 
1) (1 + 1) (1 + 1) = 14 diviseurs) alors les diviseurs stricts de 2220 sont : 1, 2, 
3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 37, 60,74, 111, 148, 185, 222, 370, 444, 555, 740, 
1110 
2) Comme 220 = 2? х5х11 alors les diviseurs stricts de 220 sont : 1, 2, 4, 5, 
10, 11, 20, 22, 44, 55, 110. 
alors So = 1 + 2 + 4 +5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284 
de même pour 248 on obtient S544 = 220 
On conclut que 220 et 284 sont deux nombres amiables. 


1) PGCD (a, b) = 1999 alors on peut trouver deux entier a? et b’ tels 
que PGCD (a’,b’)=1leta=a 1999; bz b' 1999 
comme a + b = 11994 alors 19998” + 1999b' = 11994 donc a’ + b’ = 6 
comme а’ et b’ sont premiers entre eux alors a'= let b’ =5 ou a’ =5 et b' = 1 
ainsi a=1999 et b=5x1999=9995 oà a =9995 etb=1999. 
2) X° -SX +11994=0 
a) X =3=3?* -S.3+11994=0— ainsi S=4001 
S=X'+X"=4001 or X'23d'oü X"=4001-3=3998 
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b) Si 5 est une solution de (E) — 52 -S.5+11994=0 5 S= ын IN 


donc 5 ne peut pas être une solution de (E) ; 
3) nest solution de (E) n° -Sn+11994=0 ; n(S-n)=+11994 
ainsi n est un diviseur de 11994. 
En décomposant en facteur premier on retrouve que 11994=2x3 x1999 
Div (11994)-11,2,3,6,1999,3998,5997,11994) 


Les solutions de (E) sont net S- n 

п=] > S-n = ]1994— $ 11995 
n=2 => S-n = 5997 = S = 5999 
n=3 => S-n = 3998 => S= 4001 
n=6 => S – п = 1999 => S = 2005 


Ç * Déterminons la clé de 130 090 003 412 


3x(3+0+0+0+4)+(1+0+9+0+3+1) +k 
3x9+14+k=41+kestdivisiblepar10 et 0<k<9 donck=9. La clé est 9 
* pour 561 111 305 500 on a 
3x(6+1+1+0+5+0)+(5+1+1+3+5+0)+k=3x13+15+k 
= 54 + k qui est divisible par 10 donc k=6. 
* pour 156 130 550 001 
3x(5+1+0+5+0+1)+(1+6+3+5+0)+k=3x12+15+k 
=51+k quiest dévisible par 10 donck=9 
-14 
N 1) Soit (un) la suite définie par J 77 
uU, Su, -6 pourtoutneN. 
Nous avons : u, =5u,-6=5x16-6=64. 
u, —5u, -6=5x64-6=314. 
u, —5u, -6=5х314-6=1564. 
u, =50, -6=5х1564-6=7814. 
On peut conjecturer que si n est impair, alors les deux derniers chiffres de и, 
sont 6 et 4 et que si n est pair, alors les deux derniers chiffres de u, sont 1 et 4. 
2) a) Pour tout 
neN,u,,, =5u,,,-6 =5х(50, -6)-6=25u, -36=4(60, -9)+u,. 
alors uj 4,2 — Un = 4 (би, ~ 9) Or, pour tout neN,6u, -9 eN . 
On en déduit que, pour tout n EN. U,, ; — u, est divisible par 4 


173 


Divisibilité Solutions 


*Nous avons : U, =4x3+2 donc Uo - 2 est divisible par 4 Supposons que, 
pour un entier nature] k donné, on ait ux — 2 est divisible par 4 
Nous avons : u4,,, —u,, estdivisiblepar4 donc u,,,, —2 est divisible par 4 


Le raisonnement par récurrence permet donc d'affirmer que, pour tout 

keN, и, —2 est divisible par 4 . 

*Nous avons : u, =4х16 donc u, est divisible par 4 

Supposons que, pour un entier naturel k donné, on ait и,, ,, est divisible par 4 
est divisible 


Nous avons : u Han est divisible par 4 donc u 


2k+1+2 `” 2(k+1)+1 


par 4 | 
On en déduit par récurrence que, pour tout КЄМ, и, ,, est divisible par 4 


b) Nous avons : 2u, 728et 5°*? +3=28 donc 2u, =5°* +3. 
Supposons que, pour un entier naturel k donné, on ай: 2u, =5**? +3. 
Nous avons : 2u,,, -2x(5u, -6)-5x2u, Po (88* +3)-12=5**!*2+3 
donc si 2u, =5**? +3 alors 2u,,, =5**? +3. 


On en déduit par récurrence que, pour tout ne N, 2u, =5"*? +3. 


174 


Les nombres premiers Résumé de cours 







Chapitre VIII 
Les nombres premiers 


















m Définition : 
e Un nombre est dit premier s'il admet 2 diviseurs 1 et lui même. 
*Remarque : 1 n'est pas un nombre premier 






m Théoréme : n un entier naturel supérieur ou égal à 2, si n n'est divisible par 
aucun entier P tel que2 <P < Jn alors n est premier . 
• Exemple : 971 est il premier ? 
On essaie de diviser 971 par 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31 on s'arréte à 31 car 
le nombre qui lui est immédiatement supérieur est 37, et que 
37^ = 1369 > 971 et l'on se rend compte qu'aucun de ces nombres ne convient 
On en déduit que 971 est premier. 

















u Définition : un entier est dit composé s'il admet un diviseur premier 


Ic PX n 


m Théorème : il existe une infinité de nombres premiers. 


e Théoréme Fondamental de l'arithmétique : 
Tout entier naturel non nul et différent de 1 se décompose d'une facon 
unique sous forme d'un produit de n facteurs premières 


м=р bag, pre, 
avec P;, P5, ... , P, des nombres premiers tels que P,<P;<P, et 
0,,0,,..., 0, € IN 
Exemple : 144 = 2* x 32. 


Petit théoréme de Fermat : 
p est un nombre. premier, a entier tel que a > 2 et non divisible par p. 





-1 “Жо 
=a” —lest divisible par p . 
Conséquence : p premier, a un entier supérieur où égal à 2 alors 
aP — a est divisible par p. 

m Propriété ` c un nombre premier ; a, b deux entiers naturels 

c divise ab et cne divise pasa => c divise b 
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Réflexes 

Situations 
Déterminer le nombre de diviseurs 
d'un entier N ? 





Résumé de cours 


Réflexes 


On décompose N en facteurs 


œ 


premiers N 7 p," .р,...р,". 


Le nombre de diviseurs de N est : 


(о, +1)(a, *2)...(a., +1) 





Déterminer si un entier naturel n 
est premier oü non 


On effectue les divisions euclidiennes 
de n par les nombres premiers 2,3,5,7, 
..., 17. jusqu'à ce qu'on arrive soit à 
une division exacte soit à l'essaie d'un 
nombre premier dont le carré est 
supérieur au nombre donnée (alors le 
nombre est premier) 
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ENONCES 


Ni осм 


Indiquer la bonne réponse par a, b ou c en justifiant votre réponse. 

1) Parmi ces trois entiers naturel, ce lui qui n'est pas premier est: 

[| 1781 |Ы 1783 1787 

2) a et b désignent deux entiers naturels supérieurs à 1 alors РРСМ (a, b) = ab 
il suffit que 

(al a divise b H a et b premiers entre eux a multiple de b 

3) a et b désignes deux entiers naturel a et b tel que a divise b alors a Ab est 


égal à : 
EES Hr H ab 


Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 
1) Deux nombres premiers distincts sont toujours premiers entre eux. 
2) Il existe deux nombres premiers strictement supérieur à 2 et consécutifs. 
3) Un nombre premier est premier avec tous les entiers naturels non nuls qui le 
précèdent. 
4) P. , P2, Ps , P4 désignent 4 nombres premiers alors Р, xP, x Pó xP! est 
parfait. 


1) Déterminer les nombres premiers compris entre 1 et 150 dont le chiffre 
des unités est 3 
2) Déterminer les nombres premiers compris entre 1 et 150 


Ç n désigne un entier naturel et а =n? + 4n + 3 . existe-t-il des valeurs de n 
telle que a soit un entier naturel premiers. 


g N un entier naturel supérieur ou égal à 2 et a = n° + n^ + 1 . En utilisant le 
fait que 
a = n^ + 2n2 + 1 =n? . Montrer que a n'est pas un nombre premier. 


Ç a) Décomposer en produit de facteurs premiers l'entier a =81 648 
b) Quel est plus grand entier naturel dont le cube divise a ? 


V, 1) Calculer la somme suivante avec xe IR et p e IN 


ажна ES E EA 
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2) Montrer que pour tout ne IN ona :x^"^ +] est divisible par x + 1. 
p k ПЕНА р . 
3) En déduire que Vpe IN, (2° ) +1 est divisiblepar 2? +1 sik 


est impair 
4) Montrer que si 2" + 1 est un nombre premier alors m est une 
puissance de 2. 


Soit N un entier naturel impaire non premier. 
On suppose que N = а? — b^ où a et b sont deux entiers naturels. 
1) Montrer que a et b n'ont pas la même parité. 
2) Montrer que N peut s'écrire comme produit de deux entiers naturels 
peto. 
3) Quelle est la parité de p et de q ? 
4) a) 250507 = 514? — 117? écrire en produit de deux facteurs . 
b) Les deux facteurs sont ils premiers entre eux . 
c) Cette écriture est elle unique ? 


On se propose dans cet exercice d'étudier le probléme suivant : 
< Les nombres dont l'écriture décimal n'utilise que le seul chiffre 1 
peuvent-ils étre premiers ? » 
Pour tout entier naturel p 22,0n pose N, =1...1 où 1 apparaît p fois. 


On rappelle dés lorsque N, =10P!+10P2 +...+10°. 
1) Les nombres N, =11, №, =111, N,-1111 sont-ils premiers ? 
10p-1 
9 





2) Prouver que N, — . Peut-on être certain que 10° — 1 est 


divisible par 9 ? 

3) On se propose de démontrer que si p n'est pas premier alors М, n'est 
pas premier. 
On rappelle que, pour tout nombre réel c et tous entier naturel n non 


nul, x" -1(x-1)(x"" +x”? Tas D). 


a) On suppose que p est pair et on pose p = 2q, ой q est un entier 
naturel plus grand que 1. Montrer que N, est divisible par № = 11. 

b) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3q, oü q est un 
entier naturel plus grand que 1. 
Montrer que М, est divisible par Ns = 111. 

c) On suppose p non premier et on pose p = kq ой k et q sont des 
entier naturels plus grands que 1. En déduire que N, est divisible 
par Nk. 
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4) Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier. 
Cette condition est-elle suffisante ? 


1) Montrer que, pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier 
naturel x : (x -1)(1+x +x? +... +x] )=x" -1. 


Dans toute la suite de l'exercice, on considère un nombre entier 
a supérieur ou égal à 2. 
2) a) Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n : 
n = dk. Montrer que af — 1 est un diviseur de a" — 1. 
b) Déduire de la question précédente que 220 — | est divisible par 7, 
par 63 puis par 9. 
3) Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD. 
a) On définit m' et n' par m=dm' et п= іп. Déterminer m'An' 
b) On suppose u et v strictement positifs tel que d = mu - nv 
Montrer que : (a™ -1)-(a" -1)a* a! -1. 
Montrer ensuite que af -1 est diviseurdea"" -1 etdea" -1. 
c) Calculer, en utilisant le résultat précédent, un diviseur commun de 2% — 1 
et de 29 _ 1. 
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CORRIGES 


| Dh} 1781 = 13 x 137 . donc 1781 n’est pas premier 
2) bl a, b premier entre eux alors PGCD (a, b) = 1 

=> РРСМ (a, b) = ab. 
3) bi: a divise b alors aab =b. 


1) Vrai : a, b premiers distincts leur seul diviseur commun est 1 
= PGCD(a, b) =1 
> a, b premiers entre eux . 
2) Faux : deux entiers naturels consécutifs, alors l'un est pair et ne peut donc 
pas être premier. 
3) Vrai : un nombre premier n’a que 1 pour diviseur commun avec les entiers 
qui le précèdent. 
4) Faux : exposant de P, n'est pas pair. 


N/ 1) Les nombres recherché sont : 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83, 103,113. 
2) Les nombres premiers entre 1 et 150 sont: 
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53 
59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,109 
113, 127, 131, 137,139 et 149. 


а =n? + 4п +3 = (п+ 1) (n +3) 
Sin >1alors n+1 22 et n+3 > 4 
Donc a admet des diviseur autre que 1, ce n'est pas donc un nombre premier. 
Sin = 0 alors a= 3 c'est un nombre premier. 


a = п“ +2n2 +1 — n2 = (п2+ 1) - n? 
= (n? -n+1) (n? +n+1) donc n? -n+1 et п? +n +1 sont des diviseurs деа. 
n 22 alors n? +n +1 27 etn? n +1> 1 
donc a admet 2 diviseurs autres que 1 
ce n'est pas donc un nombre premier. 


a) a = 81648 =2* x3* x 7 
b) Pour déterminer le plus grand entier naturel dont le cube divise 81648. 
JI suffit de chercher pour chaque exposant, quel est le plus grand multiple 
de 3 qui lui est inférieur oü égal . Le plus grand entiers dont le cube divise a 
estn = 2 x3? car n? =2' x 3* est un diviseur de a. 
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1) а?а même parité que а; b^ a méme parité que b. 
Comme N est impair, a? et b^ n'ont pas la même parité, donc a et b n'ont 
pas la méme parité. On peut aussi remarquer que N = (a + b) (a — b), les deux 
entiers naturels (a + b) et (a — b) sont impairs, donc a et b n'ont pas de mëme 
parité. 
2) N = (a + b) (a — b) ; N, aet b sont des entiers naturels, donc (a + b) 
et (a — b) sont deux entiers naturels. 
En posant p =a + b et q = a — b, on a N = px q, avec p et q deux entiers 
naturels. (Remarque : on a aussi N = Nx1 ...) 
3) Comme N est impair, p et q sont nécessairement impairs. 
4) а) 250507 = 514? — 117°, donc 250507 = (514 + 117)(514 — 117), 
donc 250507 = 631x397. 
b) 631 et 397 sont premiers entre eux, puisque ce sont deux nombres 
premiers. 


(V631#25,... et 631 n'est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5,ni par 7, ni 
par 11, ni par 13, ni par 17, ni par 19, ni par 23 ... ; V397 «19,...et 397 n'est 
divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7, ni par 11, ni par 13, ni par 17, ni 
par 19). 

с) Cette écriture n'est pas unique si l'on accepte que 250507 = 250507 х1. 

Elle est unique si aucun des deux facteurs ne doit être égal à 1. 


1) Pour tout entier naturel p220n pose N, =1...1 ой lapparaitp 
fois, c'est-à-dire N, =10P +10”? +...+10°. N, 211 est premier. 
Ns = 111 n'est pas premier car № =3x 37. 
N; = 1111 n'est pas premier саг № 211x101. 

2) Pour tout peN et p22, N, est la somme de p premiers termes consécutifs 


de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 10. 





1-10 
Par conséquent, pour tout entier naturel p22, № =1х 1 = 
_ 10p-1 
ARC 
Pour tout peN et p22, №, estentieret10? -1—9N, donc 10° - 1 est 
divisible par 9. 


3) a) On suppose que p est pair et on pose p = 2q où q € N*. 
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Nous avons alors 

N,=(10% +10292 ) (1025: +10°%* )-+...+(10' +10°) 
N, =10332 (10+1)+10°* (10+1)+... +(10+1) 

N, =11x(1029-? £107 +... +1). 


Or 1024? +1024-4 +..,+1є N donc N, est divisible par 11. 


b) On suppose que p est un multiple de 3 et on pose p =3q où qe N *. 
Nous avons montré que 


9 9 9 


GEI y eost? +1) 


— DEG 111x((10" ү Pu +1) 


et pour tout qe N*,(10*)1! +...+10° +1EN 
donc N, est divisible par Ns = 111. 


c) On suppose q non premier et on pose q = kq oà k et q sont deux entiers 
naturels supérieurs à 1. 


Nous avons 
qai (109-1. (10% Al 0“У7 +...+10* +1] 
P хи эн 9 
k 
ee 





=N, et (LO +1e N*, donc N, est divisible раг Му. 


4) Une condition nécessaire pour que N; soit premier est que p soit premier 
puisque, si p n'est pas premier, N, n'est pas premier. | 
Cette condition n’est pas suffisante. En effet, 3 est premier, mais nous 
avons montré que N; est divisible par 3. 


х 1) Si x= 1, on a, pour tout ke N, (x-1)(1+x+x?+...+x*)=0 
et x* -1=0 
donc, si x = 1, alors ke N, (x-1)(1+x+x?+...+x*!)=x*f -1 
Si x #1, alors, pour tout ke N*,1-- x +x? +...+ xE"! est la somme des k 


premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison x. 
On en déduit que, pour tout x #1 et pour tout k e №, 
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x* -1 

x-1 
(х-1)(1+х+х°*+..+х!)=х*-1. 

Ainsi, pour tout k e Ñ *et pour tout entier naturel x, 


(x-1)(1+x+x?+...+x*!)=x* -1. 


2) a) Soit a un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
Soit ne N*et d'un diviseur de n. 
Il existe donc un entier naturel k non nul tel que n = dk. 
On en déduit que : a" -1=а“ -1=(а*)* -1. 
En utilisant le résultat de la question précédente dans le cas particulier 
ой х=а“, on obtient : a^ -1—(a* -1) (1-- a? +... + (a3)*) 
k-1 


(x -D (1o xx! +...+х1)= (х -1) 





avec ail. (OT entiers naturels donc1+a? +...+ (af)? eN *et, 
par suite, af — 1 divise a" — 1. 

b) Puisque 7 = 2? - 1 et que 3 divise 2004, nous pouvons affirmer que 7 
divise 2200 _ 1. 
De méme, on a 63 = 25 - 1 et 6 divise 2004 donc 63 divise 22004 — 1. 
Comme 9 divise 63, on en déduit que 9 divise aussi 2%% — 1. 

3) Soient m et n deux entiers naturels tels que PGCD (m, n) = d. 

a) d est le PGCD de m et n, donc on 

am=dm' et n=dn' avec m'etn' premiers entre eux. 


b) On suppose que u> 0 et v> 0. 
On a d = um - vn donc | 
(am -1)-(a™ -1)a? =а"" -]-a"*4d +а“ 


(ar -1)-(8” -1) a< DEA -1 -a mu +a 


ham- p-e TEEN 


d divise m donc d divise mu. 
Du résultat de la question 2, on déduit que a^ — 1 divise a" — 1. 
De la même façon, af — 1 divise am - 1. 
c) Soit a = 2. 
Si mu = 63 et nv = 60, alors on a d = 3 pour m = 9 et n = 15. 
Donc 2? — 1 est un diviseur commun de 2% — 1 et 280 _ | c’est à dire 7. 
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Chapitre УШ 
Vecteurs de l'espace 



















B Caractérisation d'un vecteur de l’espace : 
Si A z B et C z D, on dira que les vecteurs 
AB et CD sont égaux si : 


-Les droites (AB) et (CD) sont parallèles. 
-AB = CD. 
-Le sens (de A vers B, de C vers D) sont les mêmes. 


On notera Ü= AB= CD = EF = РС 


Le vecteur nul, noté 0 est le vecteur dont les représentants sont : AA, BB, шиний 


n" 
Soit u un vecteur et A un point de l'espace, il existe un unique point B 


— — 
tel que u = AB. 





> > > | 
Soient и, v „w trois vecteurs de l'espace et К, k’ deux réels : 


> > > > > > > > > 
U+ VI]+W=u+ | V+W = u + V + wW. 


(k+k)u=ku+ku 
(k.k)u =k Ë 3 


H Vecteurs colinéaires - vecteurs coplanaires ` 








> > 
u, v deux vecteurs non nuls. 
Ёл 


s 
uetv sont colinéaires sl et 


seulement si il existe un réel k 





> — => => 
u =ABet v =AD 












> > 
On dit que u et v sont colinéaires 
Si A, B et D sont alignés 





tel que u= kv 
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> > -» 
u,vetw sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels 






=> 


a et tel que w = au 4 v. 










On dit aussi u,v,w sont linéairement dépendants ou {u,v,w} forme une 


famille liée 





Z -» А : > > -» . 
Remarque : Si u et v sont colinéaires alors u, v et w sont coplanaires. 


B Bases et repères de l'espace : 













Tout triplet (7.3. K)de vecteurs non coplanaires de l'espace est 





appelé base. 












E Eras X : : : : 
Soit | i, j,k | baseet u un vecteur, il existe un unique triplet 


(X, y, z) tel que u-x i +y j +zKk. 








` - > > > 
x, y et z sont les coordonnées de u dans la base | і, ј, К |. 





" => 
Notation :_ u 









-» 


51 О un point et ШЗ base alors (o. i H est un repëre. 






(о à 1 , j | 3 repère, M un point on appelle coordonnées de M l'unique: 


triplet (x , y ,z) tel que OM =x 1+yj+zk 






Notation : M (x,y,z) avec х: l'abscisse, y : l'ordonnée et z : la côte 






УЛ " =p Ээ» x 
Propriétés: Soit (o. i,j H un repëre 









>j x |х! > [XX „ze 
*Si цуу |ег иу [alors u +u'| y+y' | *Soit kel ; ku S 
2 7! 7+7' kz 
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*Si À Le, et B Gs, Ув, zp) Alors d uc | 


ZB—ZA 


















*Si Ï est le milieu de [AB] alors Ï x Janie БАЛ Ma em. ар, 
х 
y' 


1 1 =xy'-x'y=0 
- X -» x! 
*u В et u' R sont colinéaires si et seulement si x ноу 
2 2 Z 
yy sus 
z z FYZ-YZ 0 


M Bases orthonormales et repères orthonormaux : 
> 
-» > А 
* (i KH base si de plus 


=> => > > 
= =|kl=let i,j,k deux à deux 


j 






































сга alors c'est une base orthonormal. 


* (o. 1.1, K ) repère orthonormé si et seulement si (i ER к) est ипе base 


orthonormale et o est un point de l'espace. 


* (o d 7 est un repëre orthogonal et seulement si ï, j, k sont deux à 


deux orthogonaux et O un point de l'espace. 
x 

? CHAR) repère orthonormé et u| y | alors Ї | -үх? +y? +2? 
Z 


m Définition :Soit `= (i, j, k) une base de Wet (u, v. w) un triplet de 
vecteurs de MW. 
a a 


H " 


а 








tels que u|b|, v| b'| et wl b" |.On appelle déterminant de (u, v, w) dans 68”, 


' 








" 






C C C 





t " 


i5 xd. la a a 
et on note dete (u,v,w) =} p prl = a(b'o"-c'b") -b(a'c"-c'a")+e(a'b"-b'a"). 






C C c 







*Théoréme 
Un triplet de vecteur de W forme une base , si et seulement si, son déterminant 
relativement à une base quelconque de W est différent de 0. 
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*Règle de SARRUS pour le calcul déterminant d'ordre 3: 
a a a" 
Soit à calculer dét (u,v,w)=|b b' br'|D'aprës SARRUS. On écrit le 






c 





с с 









déterminant еї оп гесоріе les deux premières colonnes puis оп fait Іа somme de 
produits de 3 facteurs pris sur une méme diagonale. 





















le dét (u,v,w) = абс" + a'b"c + a"bc' - a"b'c - ab"c' - арс" 


Réflexes: 


Comment démontrer que * On établit une relation vectorielle u = kv 


ой k est un réel. Pour cela on peut étre amené 
à utiliser la relation de Chasles. 


° Ou si, dans un repère, u(x;y;Z) et v(x'y*z) : 
on démontre qu'il existe un rée] k tel que : 
x=kxx';y=kxy et z=kxz' 


















deux vecteurs u et v sont 
colinéaires ? 








* Ou siu =AB et v = CD , on démontre que 








u et v ont la méme direction 











c'est à dire . 
Comment démontrer que On démontre que les vecteurs AB et CD sont 
deux droites (AB) et (CD) GE 








sont parallèles ? 

Comment démontrer que 
trois points A, B et C sont 
alignés ? 










On démontre que les vecteurs 
AB et AC (ou AB et BC , ou ...) sont 


colinéaires c'est à dire que AB = K CD avec 










k réels. 

Ou on démontre que dét( AB,AC ) 

* On établit que u = AB, v = AC,w = AD 
avec A, B, C, D dans un méme plan. 

* ou on établit une relation vectorielle 



























Comment démontrer que 
trois vecteurs u et v et w 
sont coplanaires ? 





у= au + bv avec a et b réels. 








+ ou dét (u ,v ,w) = 0 
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ENONCES 


QCM 
Indiquer la bonne réponse par a, b ой c et justifier votre réponse. 
ABCDEFGH est un cube, I le milieu de [AB], J et K les centres des faces 
EFGH et BCGF 


1)Le vecteur DC+AE+FG est égal au vecteur ... 


B АС B DG d DE 
2) Les vecteurs JE et JG sont... 

(al égaux Ы colinéaires orthogonaux 

3) Les vecteurs U. DC etDE sont... 

(al colinéaires deux à deux B coplanaires d ni l'un ni l'autre 


4) Dans le repère (A, AB, AC, AE), le point J a pour coordonnées ... 
11 1 
pesi 0:0:1 c| | 0;—;1 
EH Boon (ша 
5) Les vecteurs JK et SE sont ... 
(al colinéaires b orthogonaux H ni l'un ni l'autre 
Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse. 


1) ABCDEFGH est le cube d'arête 1, Ï le milieu de [AB] J et K les centres des 
faces EFGH et BCGF 


a)Le vecteurs BA+DB+BF est colinéaire au vecteur GB 


b) Le vecteur KJ est colinéaire au vecteur EB . 


c) Les points A, I, K, J sont coplanaires. 


E 


d) Dans le repère (A, AB, AD, AE) , la distance JK est égale à 


2) Deux vecteurs quelconques de l'espace sont coplanaires. 
3) Trois vecteurs dont la somme est égale au vecteur nul sont coplanaires. 
4) Si A, B, C, D sont des points coplanaires alors pour tout point M de 





l'espace, les vecteurs MA, MB, MC et MD sont coplanaires. 
5) A, B, C, D, E sont des points de l'espace tels que AD-2AB et AE-3AC. 


Alors les vecteurs AB, ACetDE sont coplanaires. 





100 


Vecteurs de l'espace Enoncés 


V On donne ABCD un tétraédre et on rapporte l'espace au repére 
(A, AB, AC, AD . Déterminer les coordonnées des centres de gravités des 
quatre faces du tétraédre. 


ABCD désigne un tétraédre, I, J, K et L les milieux respectifs des 
segments [AB], [BC], [CD] et [DA]. Prouver que I, J, K et L sont coplanaires. 


N upam: un cube. On note I le milieu de [A'D'], J celui de 
[AD], K celui de [B'C'] et L celui de [ВС]. 
1) a) Démontrer que les points I, J, K, L sont coplanaires. 
b) Démontrer que D'K : DC ; B'C' sont coplanaires. 
c) Comparer IB' et D'K 
< Démontrer que les plans (1787) et (D'KL) sont parallèles. 


" ә э ә & 2 Й 
Soit | i,j,k] une base et m un paramètre réel donné, on donne: 


U=(m+1) i+(m+2) j&Qm43)K ; v=(2m+4) i4(m^8) j+(6 +9m) k 
et w=2 1+9 j -K 
a) Pour quelle valeur de m, u et v sont colinéaires ? 


> > E 
b) Pour m = -1, Montrer que u ‚у еї w sont coplanaires. 


N ABCD v un tétraèdre ; I, J, K et L sont les points définis par : 
AÏ=lAB;BJ=lBC;CK=3CD;AL= 1/AC+AD 


1) Calculer les i йа des points I, J, K et L dans le repère 


— —— — 


(AABACAD) 
2) Calculer les coordonnées des vecteurs IL et JK et déterminer le réel k tel 
que IL =k JK. 


H +^ ` х > > > 
espace est rapporté à un repère orthonormal (о, Ls j D , on donne 


les points :A(1,0,2), В02,1,3); Ca) :D(2,1,-2) ;E(3,2,1) ;F(6,5,-11) 


Montrer que : 

1) A, B et E sont alignés. 

2 ) ABCD est un parallélogramme. 
3 ) F appartient au plan(ABC). 
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V ABCD est un tétraédre ; A', B' ,C' et D' désignent les centres de gravité 
respectifs des triangles BCD, CDA, DAB et ABC. 
Le point G vérifie GA+GB+GC+GD=0. 
1) Vérifier que GD+GB+GC=3GA'. 
2) En déduire que G appartient à la droite (AA"). Ecrire alors AG en fonction 
de AA'. 
3) En déduire que les droites (AA"), (ВВ”), (CC") et (Р?) sont concourantes 
en G. 


4) On désigne par 1, J,K,L,M et N les milieux respectifs des arêtes 
[AB] ;[CD] АС] Вр] ;[AD] et [BC]. 

a) Prouver les égalités : GI=1 (GA+GB)et GÍ=1(GC+GD) 

b) En déduire que G est le milieu de [IJ]. 

c) Montrer que (IJ), (KL) et (MN) sont concourantes en G. 


d) Montrer que GA'+GB'+GC'+GD'=0 
1177 ABCDA'B'C'D' un cube et le repère R(AABACAA) 
1) a) Trouver les coordonnées des points D, D’, B'et C' dans R. 


b) Soit O le milieu de [B'C']. Trouver les coordonnées du vecteur OC : 
2) Soient u H , V D et w H dans la base (AB ,AC, АА) 


> > ә 
а) Montrer que u ,v et w sont поп coplanaires. 


> э > 
b) Soit le repère К” (A ,U,V, d déterminer les coordonnées des points B, C 


et А? dans R° puis du vecteur ОС dans la Pase u | v ; v) : 


=> => => 
NV Dans l'espace muni d'un repére orthonormal (о? ik). on 


considère les points : A (-7, -15, 3) ; B (-4, 20, -1) ; C (4, 5, 30) et D (25, 0,2). 

On appelle I le milieu de [DC] et J celui de [AB].On appelle K le point 

vérifiant КА-КВ-КС-КО-0. 

1) Calculer les distances АВ, AC, AD, BC, BD et CD. En déduire la nature du 
tétraèdre ABCD. 
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2) Soit G 25 É 2 : 31), montrer que G est le centre de gravité du 
triangle BCD. 
3) a } Trouver les coordonnées de K. 
b ) Montrer que les droites (AG) et (BD) sont orthogonales. 
c ) Monter que A, K et G sont alignés. 


d) Montrer que IK et ÍJ sont colinéaires. 


NU/AncprGH est un cube d'aréte ] cm de longueur. 
I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [EH] : [EF] et [FB]. 
P est le plan (UK). On se place dans le repère orthonormal. (a ,AB, AD , AÉ) 
1) a) Calculer Ies coordonnées des points I, J, K et G. 
En déduire les coordonnées des vecteurs Ú А JK et AG : 


р) Montrer que la droite (АС) est orthogonale au plan Р. 
2) a) L, M et N sont les milieux respectifs des arêtes [BC], [CD]et [DH]. 


Calculer les coordonnées des vecteurs IL, IM et IN. 


b) Etudier l'orthogonalité des vecteurs AG et IL : АС et IM : AG et IN š 


En déduire que les points M, N et L appartiennent au plan P. 
3) a) Calculer les coordonnées du centre O du cube. Montrer que O appartient 
au plan P. 
b) Montrer que l'hexagone IJKLMN est un hexagone régulier 
de centre O. 


191 


Vecteurs de l'espace Solutions 


CORRIGES 
Ve 
1) La réponse est [a] : 


DC=AB—DC+AE+FG=AB+AE+FG=AF+EG=AG. 
2) La réponse est [d :J=E*G< JE=-JG. 





3) La réponse est 
4) La réponse est (|: car I є (ACE) et Ie (AC). 


5) La réponse est [d car ER et EÏ et EB ni colinéaires ni perpendiculaires. 





Vrai — Faux 
194) Faux: BA-DB- BF-DB--BA * BF- DA --BF-DA - AE- DE 
et DE etGB sont colinéaires. 


b) Vrai: dans le triangle GEB on a J = E*G et K = B*G 


alors ig-lpgg-.lgg | 
2 2 





c) Faux: (АТ) et (KJ) sont non coplanaires. 


d) Faux: JK = lg. 


2) Vrai: on peut toujours avoir deux représentants de u etv coplanaires. 
3) Vrai: u+v+w=0=w=-u-v donc u, v. w coplanaires. 
4) Faux: le Cube ABCDA'B'C'D' et A'A, AB,A'C et A'D sont non coplanaires. 
5) Vrai: AD=2AB et AE=3AC alors AD- AE-2AB-3AC 
donc ED=2AB-3AC ainsi ED. AB. AC sont coplanaires. 


Ja définition du repère on a : 


A (0, 0, 0) ; B (1, 0,0) ; C (0, 1,0) et D (0,0,1). 
G le centre de gravité de ABC alors GA+GB+ GC =0 on pose : G (x,y,z) ; 








< Sf 1-х 
oi? ai -y "e GC Ë d Ла relation GA+GB+GC 0 équivautà : 


-Z -Z -7 

Cx) + (1-х) + (x)-0 x =} 

58! 

Cy) + Cy) EE (1-у) =0 08Фпсогб4у à 
-3z=0 Z= 
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d'ou G d Ké D de mëme pour les autres centre de gravité : 


G, le centre de gravité ABD, alors Gi d ,0, y 


G; le centre de gravité ACD, alors ajo. 


l 
3 ? 
Gs le centre de gravité BDC, alors GL T 


Dans le triangle ABD ona: 
I= A * B et L = A* D alors LI=1DB. 
Dans le triangle BCD ona: 
K=D*CetJ=B * C alors KJ-lDB. 


Donc LI = KJ par suite (LI) est parallèle à (KJ) 
ainsi Ï, J, K et L sont coplanaires. 


N 1) а) Опа AJ=1 AD et BL =+ ВС 


or AD= BC (ABCD carré) donc 
AJ=BLou encore JL = AB de mëme on trouve : 
IK = A'B' comme AB = A'B! (ABB'A'un carré) d'ou JL = IK 

par suite (JL) // (IK). Par suite I, J, K et L son coplanaires. 

b) DK = D'C'+ CK or K = B'*C'ou encore CK =+ СВ'. 





DK -ОС-4СВ par suite D'K ,DC et C'B' sont coplanaires. 
c) On a :IB' 2 IA'- AB'or I = A'* D'ou encore IA'=1 DA'. 
=} D'A'+ AB'comme AD'- BC'et A'B'=D'C' 
=LCB'+D'C'or D'K =D'C'+LCB'. 
Par suite B'=DK. 


2) La droite (IJ) est parallèle à la droite (KL) donc au plan (D'KL). La droite 


(IB') est parallèle à la droite (D'K) (car IB'= D'K ) donc au plan (D'KL). 
Les deux droites (IJ) et (187) du plan (17В7) sont sécantes en I et toutes deux 
parallèles au plan (D'KL) par suite (178?) est parallèle au plan (D'KL). 
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> => 
Ç a) uet v sont colinéaires si et seulement si : 


m+ = 2m+41 _ m+1 2т+4 _ m+2 m+8 | _ 
mi2 m+8l 0 glo 6+0m 20961243 6+9m|=9 


équivaut à (m +1) (m+8)- 2 (m +2) = 0 et (m+1)(6+9m)-(2m +3)(2m + 4)=0 et 
(m + 2)(6 + 9т)- (m 8) Qm +3)=0 

ou encore -m? + т = et 5m? + m-6-0et 7m? + 5m -12 =0. 
*-m+m=0em.(m+l )=0Sm=00um=1. 

m = 0 n'est pas solution des dernières équations mais т = 1 est vérifié pour les 
équations. 


2(0| >( 2\ 5(2 
b) Pour пета ( Tos “(| 


1° Méthode: ` 














4 -> -» > 
cherchons deux réels a etß tel que w =au + Ву. 


2- 2p В=1 , > > > : > > -» | . 
9=a+7B = -2 d'ou w =2u + v par suite и, v et w sont coplanaires. 
4-4-3р Ё 


2275 Méthode: 
02 2 
pr 2 2| 12 2 
Dét(u,v,w)= |1 7 9 |=- + --4-4-0 
ви -3 -1 |7 9 


par suite u | v et w sont coplanaires.. 
V» р * А1= AB + 0. AC + 0. AD d'ou 1 100) 
* AJ=AB+BJ=AB+1BC- AB+1 (BA + AC) 
-3АВ-13АС Bl 
2 AB+1 AC+0. AD d'ou J o) 


* AK = AC +CK = AC + 2 CD = AC +3 [CA + AD) 


O0 [UI 


= = SAC +3 AD d'ouK D, F 3) 


) 


* AL- ТАС + ТАР donc L b. 


CNE 


1 
6” 
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L M 23 23; 

T : : "m. Ë TK 1 1 TK 3 
2) IL $7 d'ou IL $ ;JK 84 d'ou JK 8 
677 SA EE 8 


8 
on conclut que IL =4 JK donc k -4 : 


\8/ 528 


on remarque que AE = 2 AB donc A, B et E sont alignés. 


-1 | 1 — [3-1 —[2 
-0 [d'ou AB! 1 |; AE|2-Ojd'ou AE, 2 
2 1 1-2 -] 


мім 
Ц 


2) АВ) 1 [et DC 
2 

on constate que AB=DCou encore ABCD est un parallélogramme. 

3) Pour prouver que F e (ABC), 

1** Méthode: il suffit de trouver x et y tel que АЕ-хАВ- y AC (*) .Ona: 


, 


1 
1 
1 
2 


АҒ | 5 |, AB| 1|;АС 2 
-13 1 
2 


2 : 
2 
5-x42y 
La relation (*) devient: 4 5-х-2у 
ils 
13= 2 X- 5 Y 
2 x =-| 
Ou encore | pun m Soit 8 2С 
Donc F e (ABC)et Е (1,3) dans (a, AB AC). 


2*"* Méthode: il suffit démontrer que les vecteurs AB, AC et AF sont 


linéairement dépendant: 


5 1 2 2| 11 
XQ TM TW Ec 
ID BE E 12 2 2 
S NM A 
2 2 
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Donc les vecteurs АВ,АС et AF sont linéairement dépendants d'oü Fe (ABC) 
1) GB+GC+GD=(GA'+ AB (GA - AC] - (GA AD) 

= ЗСА + (АВ + AC + AD) or A'est le centre de gravité deBCD.= 3 СА 





2)0na GA +GB +GC + GD- 0 

ou encore AG=GB+GC+GD or GB+GC+GD=3GA'. 

D'ou AG=3GA' par suite G, A, A' alignés. Ou encore G € (АА) : 

AG -3GA'c» AG -3GA +3 AA c» AG-2 АА'. 

3) Par un raisonnement analogue, on prouverait les égalités : 
BG-3BB.CG-10C et DG-2DD 

d'ou G appartient aussi à (BB") ; (CC) et (DD) par suites les droites (AA") ; 
(BB); (СС еи et (DD') sont concourantes еп G. 

4) a) GA +GB= (61-14). (Gi + B)= 2GI+ IA +B= 201. 


Саг ТА +1В=0 <I=A*B 
Par suite GI = 1(GA+GB) de même GJ =1(GC+GD) 


b) Gi+ Gi -1 (GA + GB + GC + GD)- б équivaut à Gest le milieu de [n]. 


c ) On démontrerait de mëme que G est le milieu de [KL] et [MN] 


Alors les droites (IJ), (KL) et (MN) sont donc concourants en G. 
4) On utilise : 


GA'--1GA,GB'--1GB;GC'--IGCet GD'- - GD 
d'ou GA + GB «GC + GD =-1бА « GB « GC + GD)= Ó 0. 


— F Z — — 


_1)a) AC= AB + BC or BC = AD. 
AC = AB+ AD d'ou AD =-AB + AC 


donc D (-1, 1,0). - PAR A 
* AD'=AD+DD' or DD'- АА 
-(АВ-АС }+ A& d'ou D'(1,1,1). 4 
“АВ-ЇАВ-ВБ|- AB+ AA.. c 
ue 


| `Ò 


D'ou B’ (1,0, 1). 


—  — —-. 


“АС-АВ-ВСогВС-ВС-АГ 
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=AB'+ AD= (AB + AA')+(- AB+AC)=AC+AA' d'ou C (0, 1, 1). 
b) On a C (0, 1, 0). 


O =B' * C donc o 140,041,141) pros olt. B 1). par suite oc 


> > 
2)a) Pour prouver que u , v et w sont ils coplanaires il suffit de chercher a et b 


- 1-24-20 
tel que : w= au+bv. ou encore < 1=a-b 
3 = 0 impossible 


d'ou a et b n'existent pas par suite u : v et w sont non coplanaires. 
b)u=2AB+AC ; v=2AB-AC etw=AB+AC+3 AA. 

On remarque que u +v = 4AB d'ou AB = Цэн) 

— > — > > > > aN! 
Аб-1-2АВ-1-1(859|-48-1) 


- 


w=AB+AC+3AA1dou 3AA'=w - AB- AC. 


-» 
W- 


li 


A i E? 1? 
Ainsi AA'= Lusg v+l w. 
Abel xd 11 ) ' 
AB query donc B zu dans R 


modo ed (1.1.0) 
АС- zY EM donc C 297? O/dans R'. 


ХЭСЭГ 85 1.1) | 
АА!=-ги 15V +w donc A 4 123 dans R'. 


OC=-LAB+1AC-AA 
OC=-5AB+5AC- AA 


шин Ци Ives e 3094773 


Ce 
1 
| 
Б 
| 
< 
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3 


d'ou OC L dans la base (s В š 2 


Л 
NY 1) AB = (хв- xaJ t (ув- yay -(2в- za f = 1250 -25/2 


AC-2542 = AD- BC - BD- CD. 
On a donc AB = AC = AD = BC = BD = CD on en déduit que ABCD est un 
tétraédre régulier. 


37 13 50 

NEU UNE MINE E 
2)GB 35 ; GC 19 ;GD A 
.34 59 222 

3 3 3 


d'ou GB+GC+GD 


PORAN 
© 


0 
1 , G est donc le centre de gravité du triangle BCD. 


=l -7x \ 2 | И =f 4x ), ——[25-х 
3) a) On pose К(х,у,2):КА | -15-y |: KB] 20-y |; KC| 5-у (єЮКЮ| -y |. 
3-7, DËS, 30-z 2-7, 
KA+KB+KC+KD=0. 
-7-x-4-x+4-x+25-x = 0 


229 
2 9 5 11) 
-5-у-20-у-5-у-у-0 < ул d'ou x B, 3,17) 
2-1 
3-2-1-2430-7-2-7-0 
46 
=| 3 | 5(29 46 70 22 
5)Опа АС | = |; BD | -20 | et (46 x 29). (20.29). (22 x3]=0. 
3 3 3 3 3 
22 
3 


Alors les vecteurs AG et BD sont orthogonaux par suite les droites (AG) et 
(BD) sont orthogonales. 


-109 


Vecteurs de l'espace ' . Solutions 


23 46 23,70 35, 46 . 

AK & AC ў) à D Ze ñ 
C m += | On remarque que : 4 Z2 x 24 _ 10 y LE — 
) AK 2 et AG à que q 23 3 о 0 
2 Es оа 238323 


donc AK et AG sont colinéaires par suite A, G et K sont alignés. 
d) KA+KB+KC+KD=0. 

(3 +JA)+ (K +JB)+ (Ki + C)+ (Ki +1D)=6. 

XJ + Ki + [A +JB)+ (IC + ID)=ô 

or J = A*B et Ï = D*C d'ou 2KJ + 2KÍ 2 0 <> KJ + KÏ = 0 
(RKi+D)+Ki=0 510-2 par suite 1 et IK sont colinéaires. 
NY» a) * АІ- АЕ + ЕІ- ТЕН + AE or EH = AD 





2 H 
_- lADI ARA! 1 
=1'AD+AE d'ou T(0,1,1). т F 
* Aj- AE «Ej - AE 4 LEE : 
- 12B+AEdqou JL А : 
E z AB + AE d'ou 1 ,0,1). 


* АК =АВ+ВК = ч о» ге ш 


—  —— — — —Ù —— —— 


— (1 
; AG 0) . 
] 
b) Vérifions l'orthogonalité de IJ et AG ; JK et AG. 
1 1 ыз 1 1 2 
di Нь (0х1)-0 et (Lx 1)+(0x1)+ Li 
donc AG est orthogonal à IJ et JK .D'ou (AG) est orthogonale à deux droites 


sécantes tes (11) et ) et (JK) K) par suite (AG) est orthogonale au plan (IJK) = P. 


2) a) AL=AB+BL = АВ+ТАР йош. 1,1,0). 


AM=AD+DM=}AB+AD d'ou M (1,1,0) 


— 


I ‚ЈК 


NON 
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AN =AD + DN = AD +AE d'ou N (0,1,4), 


1 
1 : Ї 2 0 
Or MERE. y IN y d 
D -1 P^ 
а) он x1)= 0 donc ILest orthogonal à AG. 


- AG | A (Lx 1) mi (Lx 1)4 (x)= odonc IM et AG sont orthogonaux. 


Ke 1 ‚(0х1)+ ü x |+ | d a} odonc IN et AG sont orthogonaux. 


Les points M, N et L appartiennent au plan perpendiculaire à la droite (AG) 
et passant par I c'est à dire le plan P. 


3) a) O le centre de cube ou encore AO -laG d'ou O й ; 1 4) 


KA кю 


= ——({1 | 
IO| 0 [et AG Ü donc ü x |+ (0х1)+ g x AR 0 d'ou O appartient au plan P. 


b) Montrons que les points Ï, J, K, L, Met N appartiennent à un même cercle 
de centre O. 
On calcule les distances OI, OJ, OK, OL, OM et ON à partir des coordonnées. 


OFE  )-14)-42-ог-ок-ог-ом-он d'ou I, J, L, K, M et N 


appartiennent au cercle de centre O de rayon 3 : 
Montrons que IJ = ЈК = KL = LM = MN = NI. 
Comme les points I, J, K, L, M et N sont les milieux des arêtes, les distances IJ, 


JK, KL, LM, MN, et NI sont toutes égales à la moitié de la mesure d'une 


P 


diagonale d'une face c'est à dire <=. 


2 
42 


Ceci prouve que l'hexagone IJKLMN est régulier de côté Sg 
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Produit scalaire et produit vectoriel de l'espace Résumé de cours 
Chapitre X 


Produit scalaire et Produit vectoriel 
de l'espace 


1) Produit scalaire : 


e Définitions : 


"(о Lj, k) est dit repère orthonormé si | ЇЇ“ Сэ E 

ilj;ilk etjlk 

Le triplet (i,j, Kk) forme une base orthonormé. 

" On appelle produit scalaire de deux vecteurs Ü et U', le réel ainsi défini : 
1) 0:0-10| |U].cosa. 

Lorsque Ú et U' sont non nul et l'angle @ en radians. 

2) Si l'un au moins de vecteurs Ü et U' est nul alors u.u'=0 

X x' 
eThéorème: B -(ij,k) base orthonormé ; U| y | et U'| у | dans B. 


7. 7! 


U.U'=xx'+yy'+zz'. 
e Théorèmes : 
Soient U ; V et W trois vecteurs de l'espace eta,B deux réels, опа: 






U.V =V.U 
W.(U+V)=U.W+V.W 


(U+V) =U +V «2U.V 
(U-Vy =U +V -2U.V 
(U+V).(U.V) =U" -V 





(aU). V=a(U.V) 








IT) Produit vectoriel : 
e Définition : 


u et Y deux vecteurs, le produit vectoriel des vecteurs 
u et v, noteuA v (ой ux v) est le vecteur défini ainsi : 
- Si u et v sont colinéaires alors ü ^v =0. 
- Si u et V ne sont pas colinéaires, soient u=0A et v-OB. 


Le vecteur OC =u A v est défini de la façon suivante. 
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Produit scalaire et produit vectoriel de l'espace Résumé de cours 


— C appartient à la normale en O au plan (AOB). 
— OC - lv] sin АОВ avec 0 є|0,1|. 
-» (О,ОА, ОВ,ОС) est un герёге direct. 
e Propriétés : 
* VAU--UA V. 
e ол (Ку) = Килу. 
° Si ABDC est un parallélogramme alors 


ABA AC] = aire de ABDC -2x aire du triangle ABC 


° ua V est un vecteur orthogonal à u et à v. 
a Expression dans une base orthonormale directe : 


x 
Soit (1, J,k) une base orthonormé directe oi y | et 


Z 


Z Z 


х Y |=yz'-yz 


Х 


Alors 7,0 avec Z Z 
unv Y Y = |= x'z-xz' 
X X 


t 


|= ху -ху 


, Déterminer les coordonnées deu лу et ули et 2uA3v. 


4 A 
12 doüuAv| 1 |= vau! -1 
9 -2 +2 
24 
2u^3v=6.u^nv doü2uA3v| 6 
-12 
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Propriété: 









әј 


(O,i, j, k) est un repère orthonormal :*si u(x,y, z) alors | u 


esi M(x,y,z) alors ОМ= J/x^-y^--z? 
eSi À DEE et B (хь, Ув, zp )alors AB-4 (xs Mya.) ms) 


>| x >| x! ЭЖ S M : 
uly|et ц у |; u Lu' siet seulement si хх’+уу’+22'= 0 
Z Z 


er 
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ENONCES 


N : Déterminer l'ensemble des points M de l'espace dans chaque cas : 


a) —— -1(A et B sont deux points distincts ). 
MB 
b) Ú . AM=(U un vecteur donné non nul et A un point de l'espace) 


c) MA. MB-— (avec [AB] de longueur 3) 
| (O,i, j, k) un repère orthonormé . Soit D la droite passant par A(0,8,-6) et 
2 
de vecteur directeur U| -3 
2 
Soit B(3,7, -2) et t un paramètre réel М(х, y, z) eD c AM-tuü. 
1) Exprimer les coordonnes de M en fonction de t. 
2) Calculer BM? . Pour quelle valeurs de t la distance BM est minimale, 


Calculer ce minimum et donner les coordonnées de M; correspondant. 
3) Vérifier que (BM) L D. 


N indiquer t la réponse exacte par a, b ou c . Justifier votre réponse. 
1) (ut v)A(u- v) est égale à : 
a) 0 b) -2u ^v c)u -v 
a a' 
2) n| b | vecteur orthogonal au plan Petn' b' | vecteur orthogonal au 
c c 
plan Det Pest paralleleà P'alors: 
a) n.n'=0 b)nAn-0 c) n Ln' 
1 1 xb (r= 
3) ACS 0,0); вс 0)et M(x,y,z) alors МА AMB 


est decoordonnées: 
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0 0 y 
a) | -z b)| z c) Í -z 
y y 0 


Ç Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse. 
1) u,v,w sonttrois vecteurscoplanaires >u Av Lw. 


2) |AB А АС| = l'aire du triangle ABC. 





3) (GA w)A wu sier u avecu(a,0,0) w(b,c,o) 


dans R.O.N (0, i, j, k) 


C Dans l'espace on considére une base O.N. (i, j, k) 

u=i-j+2k , v=-i+2j+k , w=2i+j. 

Calculer les coordonnées de (u ^ v) AW et us (v ^ w). comparer les 
résultats. 


“етке le réel a tel que п=1-2]+К et у=-21+4ј+ак soient 
colinéaires. 


Soit dans l'espace un repère (o,i, j, k) orthonormé direct 
А(1,0,1) ; B(2,0,0) ; C(0,2,-1). 
1) Calculer l'aire du triangle ABC. 
2) Déterminer les coordonnées du vecteursn normal au plan (ABC) 


Net l'espace rapporté à un repère orthonormé direct on considère les 
points: A(1,0,0) ;  B(1,-1,1) ; С(-2,0,1). 

1) Déterminer le barycentre G des points A, B et C affectes respectivement des 
coefficients 2, -2, 1. 


2) On associe à tout point M de l'espace le vecteur V=2MA-2MB+MC. 





Exprimer le vecteur V en fonction du vecteur MG. 

3) a) Le point M de coordonnées (x, y, z). Déterminer ABAV. 
b) Calculer АВ.У. 

4) Déterminer le point M tel que ABAV=OA et AB.V=0. 
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Ç (o, i, j k) R.O.N direct. On considère la droite D passant par A de 
vecteur directeur u . Soit M un point quelconque de l'espace. 
[MA A Ч 
1) Montrer que distance de M à D est égale à J 
d 


2) Application : A(4, -2, 6) u(1,-2,2) M(0, 2, 0). Calculer d(M, D). 


d (0,1, j, K) R.O.N direct. On donne les points A(3, 2, -1) et H(1, -1, 3). 
1) Calculer AH. 
2) Déterminer une équation de plan P passant par H et orthogonal à (AH). 
3) On donne les points B(-6, 1, 1) C(4, -3, 3) et D(-1, -5, -1). 

a) Montrer que B, C, D appartiennent au plan P. 


b) Calculer les coordonnées de BCABD. 
c) Montrer que l'aire du triangle BCD est égale à 5429. 


4 
d) Montrer que le volume du tétraédre ABCD est égal à = : 


(Formule du volume de tétrabdre-- Base xhauteur ). 


4) a) Calculer l'aire de ABC. 
b) Calculer la distance de D au plan (ABC). 


On considére les points A, B, C de coordonnées respectives (2, 0, 1) 

(3, -2, 0) et (2, 8, AN dans un R.O.N.D(o,i, j, К). 

1) Soit M(x, y, z). Déterminer les coordonnées de AM АВМ : 
-х+у=-4+22 

2) Déterminer les réels x, у, 2 tels que | -х-у=-11+2 
2x+y-z=8 

3) Montrer qu'il existe un unique point N vérifiant ANABN = CN 

et donner les coordonnés du point N. 


1 
4) a) Montrer que le volume du tétraèdre ABCN est égal à EN : 


b) En prenant M = C et en utilisant la question 1°) 
Calculer l'aire du triangle ABC. 
c) En déduire la distance de N au plan ABC. 
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V Soit (O, OA, OB, OC) un R.O.N.D et M(x, y, z) 
H son projeté orthogonal sur le plan (ABC) et K son projeté orthogonal sur 
la droite (AB). 
1) a) Soit G le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients 1, 1, 1. 
Déterminer les coordonnées de G. 
b) Montrer que (OG) (АВС). 


c) Donner une équation cartésienne du plan (ABC). 
=> — 1 
2) a) Мошгег que a 09| =— MH. 
43 


b) Calculer la distance de M au plan ABC en fonction de x, y et z. 
3) a) Interpréter géométriquement | МАл ME) 


Exprimer la distance MK en fonction de cette norme. 
1 
b) En déduire que MK= 27 +(1-х-у)?. 


4) On se place dans le plan (ОАВ) : z = 0 et on considère l’ensemble Г des 
points de plan (OAB) qui sont équidistants du point O et du plan (ABO). 
a) Montrer que Г ne contient aucun point de la droite (AB). 
b) M(x, y, 0) un point de (OAB) et n'appartient pas à (AB). 


H 
En utilisant les questions 2) et 3) Calculer MH: 
MK 


x donne, dans le plan, un quadrilatëre convexe ABCD 
es diagonales [AC] et [BD] se coupent en E. 


Soit F le point tel gue DF=BE. 


1) Comparer les distances BD et EF puis les aires des triangles ABD et AEF. 
2) Montrer que le > quadrilatère ABCD et le triangle AFC ont même aire . 


3) Montrer que ACABD-ACAAF. 
En déduire l'aire du quadrilatére ABCD à l'aide d'une expression faisant 





intervenir les vecteurs AC et BD. 
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CORRIGES 


Ç „N Мы ASE MAE 
MB 


l'ensemble des points M vérifiant = = ] est la médiatrice du segment [AB]. 


b) U.AM =2. Soit I le point tel que АЇ=0. 
Soit H le projeté orthogonal de M sur (AI). D'où О.АМ=АІ.АМ = Al AH 





Donc DAN en ALAH- 2c AH 2 
D'oà l'ensemble recherché est le plan orthogonal à la droite (AT) au point Н 
défini par Anus. 
AI 

= => 9 
c) MA.MB= | 
Sion appelle I le milieu de [AB] alors ЇА-1В-0. 
MA.MB=-2 > (Mi+TA).Mi+B)=-2 


& MP +M. (A +18)+1А 18-2 ог1А-18-0 


< MI EE < MI =-2+1 

<> MP =-<^+(=)? =-—+—=0 > Mise Mt 
4 2 4 4 

d’où l'ensemble recherché est (I). 


| х-0=21 x=2t 
N, 1) AM=t.U >< y-8=-3t <> у=-31+8 
z+6=2t z=2t-6 
D'où M(2t, -3t + 8, 2t 6). 
2) BM? = (х -3? + (y - TY + (z + 25 = Qt — 3)? + (-3t+ 8-7) + (2t — 6 + 2)° 
= (2t - 3) + (-3t + 1)? + Qt — 4) 
D'oà MB? = 170 — 34t + 26 . Soit f(t) = 17t? — 34t + 26. 
f dérivable sur IR, f (t) = 34t - 34 et on a f (t) = 0 t = 1. 
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f's'annule en 1 et change de signe au voisinage de 1 donc ВМ? est minimal 
pour t = 1 d'oü BM est minimal pour t = 1 
BM =./17-34+26 =3 et les coordonnées de M; (2,5, -4). 


2-3 d 
3) BM,| 5-7 | d'où ВМ, | 2 
-4+2 2 


BM, -U =-2+6-4=0 par suite (BM,) L D. 


Š 1) (ut v)A(u-v)2uAu-uAVtYAU -VAV 


0 0 
—-UAV-UAV--UAY. 
ainsi la réponse est [b] : 


2) P// P' <=>n et n' sont colinéaires <> n An'=0 
d'oü la réponse est [b] : 








E LN. 
= EE _ LAE 
3 MA| -y MB! -y [alors MAAMB| Y 
-Z -Z Z 
Aon 24 =x 1 1 
avecX = d Lu et Z=| 2 2 |=-у(-—-х)+у(—-х)=у 
-Z -Z 2 2 
-y -y 
-Z -Z 1 1 
et Y=| 1 Itzig 
757 EW 2 2 


ainsi la réponse est [a | к 
q 1) Vraie : и, у, у sontcoplanaires > w=au+bv 
oruAvLu et илуу doncuav Lau+bv=w. 
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2) faux : [AB ^ АС 2xaire ABC» aire ABC. 
3) Vrai: uA w (0,0,ac) = (urw)^ W a pour coordonnées 
(0-ac^ ,acb-0,0-0) 


- — — -— —112 
(илм) лм (-ас?,асЬ, 0). Onaussiu.w —ab et [w] =b +c’. 


> => => 1—62 - 
d'op (u.w) w 4М| .u a donc pour coordonnées (-а?с, abc, 0) 





- - - - > — 2 = 
donc (аля) ллу (о.э) w Jl л. 


1\ (-1 Х 
Ç ona: u| -1| v| 2|alorsuAv Y 


2 1 Z 
-1 2 2 1 1 -1 
X= =-1-4=-5 et Y= =-3 et Z= =] 
2 1 1 -1 -1 2 
-5 2 -1 
d'onuAv|-3| or will donc (urv)^w 2 
1 0 1 


Des calculs analogues donnent : UA (v ^ w) =i+ 3j+ k 


on a donc (u^ v) wa UA(VAW). 


1 -2 
NS et v sontcolinéaires &uAv-0 or u|-2 | v| 4 
Ї а 
UAV- (-2a- 4)i+ (-2- a)j ce vecteur est nul 
donc -2a -4=0 et -2-a=0 & a=-2 





V, aire ABC [ABA Ac] or АВ(1,0,-1) AC(-1,2,-2) 
d'oü ABAAC=2i+3j+2k staire ABC=-/4+9+ E 


2)nle vecteur normal à (ABC)=> n L AB et n L AC 
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2 
=>n=AB^AC > n| 3 
2 


Nn» o JL QOA-208«00)-20&-20B« 0€ 
2+(-2)+1 


alors xç =2x, -2Х, tXo =-2 et у, =2у, -2Y, tyc =2 
et za =2z, -2Z4 +7 =-1 d'où С(-2,2,-1). 
2) V=2MA -2MB+MC=2(MG +GA)-2(MG +GB)+(MG +GC) 
=MG+2GA -2GB+GC=MG 


0 




















0 -2-х 
3) a) АВ J| V 2-y — ABAV a pour coordonnées 
1 -1-7 
-] 2-y 1 -1-2 0 -2-x 
=l+z-2+y=y+z-1; =-2-x et —-2-x 
1 -l-z 0 -2-x -] -1-z 
y+z-1 
d’où ABA V| -2-x 
-2-Х 
b) AB.V=-2+y-1-z=y-z-3. 
4) АВ.У-0 e» y-z-3-0 
y+z-1=1 
-= => y+z-1=0 
ABAV=OA «»4-2-х-0 o 2 
-2-х-0: 


+z-1= 
E 3 on additionne membre à membre on obtient 2у – 4 = 1 
У-2-2= 


5 1 
soit у= d'oü Z ES .Un seul point répond au probléme c'est le point 


1 
de coordonnées (—2 2: ——). 


2 
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N , 1) Soit H le projeté orthogonal de M sur. D alors d(M, D) - MH. 
МА ди= (MH+HA)Au= MAAu+HA Au=MHAu 
F= 7 
0 


car (H, A des points de D => HAetu colinéaires) 











k чы A ps y Met Soch Cap 
aah, -|МН| [u] sin = |i]. |U] carMH Lu 
u [MA ^u] _ 
ainsi MH=!__ +1 "H | = d(M, D). 
4 1 4 
2) MA| -4 | et u| 2 | alors МАлц|-2 
6 2 4 


d’où [МА лц|=.16+4+16 =6 et EES SEH d'où &м,р)=5=2 
3 
NA AH-| -3 | alors AH=/4+9+16=+/29 


4 

2) (AH) LP donc AH vecteur normal de Р: -2x - Зу + 42 + 1= 0 
or H eP donc -2+3+12+d=0 © а= -13 d'où 
Р:-2х-3у+47-13=0. 


3) a) Les coordonnées de B, C et D vérifient l'équation de P : 
(-2х-6-3х1+4х1-13=16-16=0 = Be P) demême pour Cet D. 


10 5 
b) вс! -4 | et BD! -6 | donc BC A BD à pour coordonnées (20, 30,-40). 
2 -2 
c) l'aire HEES bont (20 +30? +40? -5-/29. 


d) V-5Bxh-- GireBCD)« AH o 5/29. 29 =. 


4) a) Aire (ABC) == JA À AC] 
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-9 1 
AB| -1 |; AC] -5 | et ABA AC(6,38,46) 
i2 4 


d'où l'aire (ABO) (6 +38? +46? — 899 . 


E: : 
b) Le volume de ABCD = 3 aire (ABC) x hauteur issue de D 


3V 145 5 29 

















x-2 x-3 
ху АМ y BM y+2 | alorslescoordonnées de AM ^ BM sont : 
2-1 7, 
y y+2 | 
Х= =yz-(z-1)(y+2)=y-2z+2 
2-1 Z 
z-1 2 
= = (2-1) (х -3)-2(х-2)=-х-2+3 
х-2 х-3 
х-2 -3 
Z= =(x-2)(y+2)-y(x-3)=2x+y-4 
y y+2 
y-2z+2 
d'où AMABM] -х-2+3 
2x+y-4 


-x+y=-4+2z (1) 
2) -X-y=-11+7 (2) 
= [2x+y-z=8 (3) 


(1) + (2) donne —2x = -15 + 3z => 2х = 15 - 3z 


7+z 
(1) — (2) donne 2y = 7 + z > иж 


T+ 
On remplace dans (3) on obtient : (15-32) шагнал: = z=3 


Чой 2x=6 x-3ety-5 
la seul solution de ce systëme est : (3, 5, 3). 
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y-2z+2 x-2 
3) On sait que ANABN|-x-z43 | et CN y-8 
2x ty-4 z+4 
y-2z+2=x-2 
ANABN-CN <> -X-z+3=y-8 
2x+y-4=z+4 
-x+y=2z-4 x=3 
Soit 4 -x-y=z-11 e 4у=5 
2x ty-z-8 z=3 


D'où il existe un unique point N(3, 5, 3) solution du système de la 
question 2). 


4) a) ANABN-CN alors CN Là AN età BN > CN L(ABN) > CN 
est la hauteur de tétraëdre ainsi le volume(ABCN) 


у | МА sl. 


= aire (ABN)«CN == x N cene zov. 


b) En remplaçant les оос de M par celles de C 
X=8+8+2=18 
On obtient 4 Y=-2+4+3=5 
Z=4+8-4=8 
— ul 4 
L'aire de авс- | СлВС| 18 45 4g? = VI 


c) Le tétraèdre ABCN a pour base ABC et pour hauteur issue de N 
appelons h la distance ч N au plan АВС 


Volume de (ABCN) = — хайс (ABC)xh ог Volumede(ABCN)= - len: 


D'où RE aire p 


len: 1 
ЗО = ` À ANI ES 
Soit = —£———— or CN| -3 | = СМ=,/1+9+49 =459 
i aire( ABC) : I f 


7 
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1 2 
es 2 m А 
ou Pc Vais ? 
(oz 413 





Ni 1) a) OG=— Í  (0A+0B+0C)=1(0A+0B+0C6) 
1+1+1 3 
Sg 1 1 
d'où XG =G Xa Xe); Ус < Ct yat Ye) et 


1 
ZG Eu *Zy tz.) 


or A(1, 0, 0) ; B(0,1, 0) et C(0, 0, 1) donc EEN 
1 
1 4 4 
b) OG 2 AB| 1| АС| 0 
1 0 1 
3 


ОС АВ ЭЭ Өв ACE Es 
3 3 3 3 





donc OG LAB et OG LAC = (OG) L(ABO). 
c) (OG) L(ABO) alors OG est un vecteur normal à (ABC) 


Фой (ABO): x+<y+z+d=0 ог Ae(ABC)— d 


ainsi (ABC) БЭЛ ой encore (ABC):x+y+z-1=0. 





2) a) MA.OG=(MH+HA).OG or OG LHA car (HA)c(ABC) ` 
=MH.OG+HA.OG=MH.OG 


UY 
d'oà Ma oo o or (MH) L (ABC) et (OG) L (ABC) 
donc(MH)||(OG) d'où MH et OG sont colinéaires. 
donc (MH.OG) 2 0 oà z (2л) = [cos (MH, OG) =1 
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=MH.OG=MH.-L. 


43 


par suite MA .OG| =|мн! oc]. 


1-x A 


b) MA. -y OG LA alors MA OG = (1-x-y-2) 
-Z 1 
2 


|MA.OG| =` -Х-У-2| d'autrepart|MA.OG|=>F 


K ANT дш ыш 





cos (MH ,OG) 
1 





Фой мн-4 ИХ.08|-12|-х-у-4 


3) a) La norme de [МА A MB) représente l’aire du parallélogramme 


ayant les segments [MA] et [MB] pour côte consécutifs or le 

double de l’aire du triangle AMB. 

K étant le projeté orthogonal de M sur (AB) 

= (MK) L (AB) = MK est la hauteur du triangle AMB dont l'aire 


est MELE or AB=./2. 


|Ma^MB] мк 5 


On peut donc écrire l'aire du triangle AMB est 


2 
box ug 
Soit MK =— ————. 
4? 
1-х -Х 
b) МА -у etMB 1-у 
-Z -Z 
=> Les coordonnées de MA ^ MB sont: 
-y 1- Ї P 1- - 
X= i Y=; et Y= á 21-2 et Z= d 4 =]-x-y 
-Z -Z 1-х -x -y 1-у 
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2 
=MAAMB| z > |MAAMB|=/2 +2 +(1-x-y) 
I-x-y 
22? +(1-x-y)? 
aine m a NEE Oc Y 
V2 


4) a) On a (AB) C (ABC) => la distance de tout point de (AB) au plan 
(ABC) est nul et (Oe(AB) la distance O à droite (AB) n'est pas nul) 
=> ne contient aucun point de (AB). 


122? * (1-x - yy 
b) On a MK = —— or remplaçant z par 0 


J2 
+y- 1 
On obtient MK = —— J(1-x - y)? 7 |к+у-] 
pique 
—=|\- X-y z] 
Me (AB) S MK «0 > MH. 220 0 d'où ME- 2 
MK Ge MK үз 
< — , 
1) On a BD=BE+ED= HESE D 
SE EF > BD- EF 
B C 


aire (ABD) => ВОХАН et aire(AEF) => EFx AH 


H est le projeté orthogonal de A sur (BD) = (EF) et comme BD = EF 
alors aire (ABD) = aire (AEF). 
2) Aire de (ABCD) = l'aire ABD + l'aire BCD on sait que 


aire (ABD) = aire (AEF)on a aire (BCD) = = BD x CK et l'aire CBR- Врх CK 


l'aire CEF = 5 ЕЕХСК (K le projeté -L de C sur (BD) = (EF) )d'oü 


l'aire ВС” = l'aire СЕЕ. donc Aire ABCD = aire AEF + aire СЕЕ = aire АЕС. 
3) Опа Вр = EFalors AC A Вр = АСл ЕЕ= АС ^ (ЕА + AF) 


=ACAEA+ACA AF. car A, C, E alignés. d'oü ACABD=ACAAF. 
t 


0 


* aire ABCD = aire AFC --| АСААВ ас A Br]. 
2 172 
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Chapitre XT 
Equations de droites et de plans 
Equation d'une sphëre 








B Equations paramétriques et équations cartésiennes d’une droite: 
* Une droite est déterminée par la donnée de deux points 


ou un point et un vecteur directeur. 


` > > > 5 >ja 
* Soit (о. ‚ j х) un repère, u|b (еї Alba) 
с 










M (x, y, deal A uj e AM =ou 


E do Lus ae IR ; c'est une représentation paramétrique de la droite A, 
Z = (Ç + Zo 

ou encore les équations paramétriques de Л. 

* Remarques: 

Si on a une représentation paramétrique d'une droite on peut avoir un vecteur 
directeur et un point . 


х-20-1 
Exemples: A4 у= 30 – 5 ;ae IR 
>= ба + 3 


- (2 
Ona alors u B est un vecteur de A et A(1,-5,3) est un point de A 


2) D'après la première équation du système, on trouve а = ох - les deux 


Ра =. -2y-13= 
autres équations deviennent <) 22 ` 2 ? soit E 2y- dd SS 
z=3x -3+3 ATAS 


ce système est appelé les équations cartésiennes de A. 


ax+by+cz+d=0 Н . NJ | 
А: est une représentation cartésienne de la droite 


a'x+b'y+c'z+d'=0 
A si seulement si ab’-a’bÆ0 ou ас”-ас #0 ou bebes 
Si et seulement si a, b , c et a' b' c' ne sont pas proportionnels 


X+y+z=0 
x+z-1=0 





Exemple: si A a pour représentation cartésienne on pose l'une 
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des inconnues x ou y ou z par , on retrouve la représentation paramétrique : 


х=@ 
Жэ 

Si on pose x =q le système devient 4 y = -q - (1 2 а) soit = (a € IR) 
z-l-a 


z-l-a 


B Equations paramétriques d'un plan 
* Un plan est déterminé par la donnée de 3 points non alignés ou 1 point et 2 


vecteurs non colinéaires. 
* P est le plan passant par A(x Yo Zo) et deux vecteurs non colinéaires 


-(а -(а 
u B et v H А 
c c 
x=qa + Ва+хо 


М (x,y,z) € P <> AM=ou-+B v d'ou Ру y=ab + Bb'+yo (a,B)e IR? 
| z-ac + Bc'+zo 


C'est une représentation paramétrique du plan. 


E Equation cartésienne du plan Р: 

P : ax +by + cz +d = 0avec (a, b,c) z (0,0,0). 

* Remarques : 

1)Pour passer de l'équation cartésienne à une représentation paramétrique, il 
suffit de poser x = o et y = Bet en remplacer dans l'équation de plan pour 


avoir le système. 
2) Pour passer du paramétriques au cartésienne on choisit deux équations pour 
avoir aet le Bet on remplace dans la troisième, on obtient une équation 


cartésienne. 


m Vecteur d'un plan: 
a 


=ç 

u |В | est un vecteur du plan B:ax +by+cz+d=0 
Y 

Si et seulement si aa +bB +cy = 0. 

Bi Positions de deux plans: 


> > > > 
»(A.u.v). P (Bu, v.) 


- Si T et v sont deux vecteurs de Р” alors P // P". 
Side plus À € P' alors P = P’ 
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-> > 
- Si l'un des vecteurs u ou v n'est pas un vecteurs de P’ alors P est sécant à P’. 


E Positions droites et plans: 
> > > 
pfa, 4). p(s, 23 


- D // P si et seulement si uest un vecteur de P si de pus A €P 
alors DCP. 


4 
- D et P sont sécants si et seulement si u n'est pas un vecteur de P. 


m Orthogonalité — distance d’un point à un point : 
" Un vecteur non nul est dit normal d'un plan P s'il est orthogonal à tous les 


vecteurs de P. Si (U;V) est une base de P etn un vecteurs normal de P alors 
nlu etn Lv 
" Une droite D est orthogonal à P si et seulement si W le vecteur directeurs de 
D est colinéaire au vecteurs normal de P. 
на, b, c et d quatre réels données, l'ensemble des points M(x, у, z) vérifiant : 
ax + by + cz + d = 0 avec (a, b, c) z (0, 0, 0) est un plan de vecteurs 
a 
normal n| b |. 
c 
"P et P’ deux plans, d'équations respectives : 
ax+by+cz+d=0 eta'x- Уу c'z + d' = 0 dans un repère orthonormal. 
* PLP'S n.n =0 <> aa'+bb'+cc'=0. 
я Dans un repère orthonormé, P le plan d'équation ax + by + cz + d = 0 
La distance d'un point A(X4 , уд, Za) au plan P est donnée раг: 
lax, +by, +cz, +d| 


Ja? +b? +c? 


ш Intersection de deux plans : 
P:ax+by+cz+d=0;P':ax+b'y+cz+d'=0 


d(A, P) = 


a a 
n| b | vecteurnormaldeP ; n'| b' | vecteur normal de Dr. 


C с 
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P et Q sont strictement parallèles <> n =o.n' et ad'zd. 





* P et Q sont parallèles <> n=a.n' €» п etn' sont colinéaires. 






* P et Q sont sécantes <> Pet Q non parallèles «>п etn' non colinéaires. 




















W Intersection droite et plan : 
a а 


Р :ах + Бу +са+а= 0; n| b | vecteur normal de P. u B [est un vecteur 
с Š 
directeur de la droite A qui passe par A(XA, Ул, Za). 
*A//Pu.n=0< aa +Bb+8c+0 | 
Si de plus ах, + by, + cza + d = 0 alors АЄР donc Ac P 
et si ахд + Буд + cza + d=0 alors А Р donc A est parallèle strictement à P. 


* A coupe P > u.n #0 
Sphère : 


m Définition : 

Soit R un réel strictement positif, Ï un point de l'espace. L'ensemble des points 
M de l'espace tels que : 

IM =R est la sphère de centre Ï et de rayon R, noté : S(I, R) 


B Théorème : 
Soient À et B deux points de l’espace. La sphère de diamètre [ AB] est 
l’ensemble de points M de l’espace tels que АМ.ВМ-0. 





M Equation cartésienne d'une sphère : 

Soient (O,i, j, k) un repère orthonormé , le point A(xa, Ya, Za) de l'espace et r 
un réel strictement positif. 

La sphère S de centre A de rayon r est l'ensemble des points M(x, y, z) tel 
que : (x — xA) + (y — ya)” + (z — ZA)” = x^, 

c'est l'équation cartésienne de S. 






* En développant cette équation on obtient alors une équation de la forme : 
х +y +2 t ax * by * cz * d = 0. 
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M Positions Sphère et plan : 
P : ax + by + cz + d = 0 et S de centre I de rayon R. 


* Si d(I, P) =R =SnP= (H) H est le projeté orthogonal de I sur P. 
On dit que P est tangent à S. . 


* Si d(I, P)> R -э5 Р =@. On dit que P est extérieur à S. 


* Si d(I, P) « R => Sn P est un cercle de centre H de rayon JR? -@*. 
On dit P et S sont sécants. 
Le point H vérifie IH -an oùn vecteur normal de P et He P. 
Remarque : Si d(I, P) = 0 alors SOP est le cercle de centre I et de rayon R. 


m Théorème : 

L'ensemble des points M(x, у, z) tel que х? +y? + z? + ax + by + cz + d = 0 est : 

* Une sphère de centre (2 à i derayon R=Vh 

К а? +b? +c? 
4 


si h -d>0. 


* Un singleton kË - 


* Le vide sih < 0. 
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ENONCES 


, EON ` rot => spo и 
N/ Dans l'espace rapporté à un repére cartésien (o. 1345 3 


Soient les points А(2,-3,4) ;B(1,0,2) ;C(2,-1,2) ;D(1,-1,3). 


1) Montrer que les vecteurs AB, АС,АР sont coplanaires. À 
2) a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB), 
vérifier que O e (AB). 
b) Ecrire une équation cartésienne du plan P passant par O et contenant 
la droite (AB). 


Soit ABCD un tétraèdre ; (B, BA, BC : BD) est un repère de l'espace 
noté R . Soient P le point définit par: 2PA «PB 20 et G le point défini par 


GA+GB+GC+GD=0. 

1) Déterminer les coordonnées de P et G. 

2) Déterminer une représentation paramétrique de (PG) et une équation 
cartésienne du plan О = (ВСР). 

3) Déterminer les coordonnées du point d'intersection (PG) et Q. 

4) Soient M(1,1,-1)R;N(0.2,-1)a et L(2,-1,1)p. Montrer que MN et L 
déterminent un plan P. Ecrire une équation cartésienne de P. 

5) Monter que P et Q sont sécants et déterminer un représentation 
paramétrique de PA Q. 


r ` ` £. . = Se "4 
Dans l'espace rapporté à une repére cartésien ot, Wa ‚оп 


considère les points A(1,1,-1) ; B (m, 2, m) et C (1, 2, -4) ой m désigne un 
paramètre réel. 
1)Déterminer l'ensemble des réels m, pour que les points A,B,C ne soit pas 
alignés. 
2) Pour les valeurs de m obtenues dans1) on désigne par Pm le plan passant 
par les points А,В et C. 

a)Trouver une équation cartésienne du plan Pm- 

b)Démontrer que tous les plans Pn contiennent une droite fixe D dont 

on déterminera une représentation paramétrique. 


Мо considère les ensembles: 
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3 


1)Montrer que D et D' sont deux droites. 

2) Montrer que D et D' ne sont pas coplanaires 

3)soit A(1,-1,3), Ecrire une équation cartésienne du рап Р 
vérifiant: АЄР, D//P et D/P. 

4)On considère le plan Р” d'équation cartésienne: x-2y+z-1=0. Etudier 
l'intersection des deux plans P et P’. 


NS Soi (o. 1.1. 3j un repère de E. on donne A(1,2,-1) 


et D-[w (x. y,z)e га PL zi 


х-2-40 x--1-p 
D,:4y-1-«a& avec aeIR;D,:4y =2+2$ avec Del 
2-3-20 2-3-3фр 


1) Déterminer une représentation paramétrique du plan P passant par A 
et parallèle à D, et à D. 
2) Donner une équation cartésienne du plan P. 
3) Etudier la position de D, et D;. 
4) Soit B, (m*6, m, m+1) avec m un paramètre réel 
a)Pour quelle valeur de m, B„e Р). 
b) Déterminer une représentation paramétrique de (AB). 
5) Pour quelle valeur de m, on a (AB, // D2. 
6) Déterminer m pour que (AB,) СР. 


N/ E étant un repère de ë et A(m-1, m, m+1) un point de É . 


х=2-А 
Soit D la droite de représentation paramétrique Ë =]+À ; Ає1К. 
z=3 
1) Pour quelle valeur de m, A € D. 
2) Dans la suite de l'exercice, on suppose que mÁ 2. Déterminer une 
équation cartésienne du plan P passant par A et contenant la droite D. 
3) Soit Dm la droite de représentation paramétrique 


x =-1+ my 
y=1+ (m-l) ; yem. 
z=1]+ my 


a) Etudier la position relative de D et D... 
b) Ecrire une équation cartésienne du plan Qm contenant Dm 
et parallèle à D. 
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c) Démontrer que À € P A Q, puis déterminer une représentation 


paramétrique de PO Qm- 
Soit P, le plan d'équation: (m+1)x+(2m-1)y+(m-1)z+2+m=0 où 

meIR 

1) Montrer que tous les plans Pm contiennent une droite fixe D, dont on 

donnera une représentation paramétrique. 

2) Montrer que D est incluse dans le plan Q:x+2y+z+1=0. 

3) Tout plan contenant D est il un plan Pm. 

4) Soit le point A(cost,0,sint). Déterminer m pour que Ac Pm- 


N Soient Pm le plan d'équation: mx+(3m-2)y-z-m+2=0 et D, la 
droite de d'équation: dans le repère cartésien (о | u , j Ч dk 
Usine. simam 
1) Déterminer un vecteur directeur de D,. 
2) Déterminer m pour que D soit parallèle à D, . Déterminer alors Р, СҮР, . 
3) Montrer que pour toutm € IR. , Pm contient une droite fixe A que l'on 
déterminera. 


4) Déterminer a pour qu'il existe un plan Q qui contient Aet D,. 
Déterminer alors l'équation cartésienne de Q. 


(O, i, j, k) un repère orthonormé. Soit P etP' deux plans d'équations 
respectives : 2x -y +z + 1 = 0 et -6x + 32+2 = 0 
а) Montrer que Р et P' sont strictement parallèles. 
b) Déterminer une représentation paramétrique de A la perpendiculaire à P 
passant par A(1,0,-1). 


NA V2 j, k) un repère orthonormé. 


LeplanP:2x-y+z+1=0Oetleplan P :y+z-8=0 
a) Montrer que les plans P et P' sont perpendiculaires. 
b) Soit A(-1, 5, 3). Montrer que A est un point de P'. 
Déterminer la distance de A au plan P. 


T (O,i, j, k) un repère orthonormé. Soient les points A(2, -3, 4) ; 
B(-3,1,2) et le vecteur U=-i+ 2j+ 3k. 
1) Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par A de 
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vecteur directeur Ü. 
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par B 
et perpendiculaire à D. 
3) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur P. Déterminer les coordonnées 
de H. 
b) Calculer la distance de A au plan P. 
4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ? 
b) Calculer la distance de B à la droite D. 


Ç (O, i, j k) un repére orthonormé. 


1) Déterminer un équation cartésienne du plan P passant par АС, -1, 0) 
et de vecteur normal п = 2i j-k , 

2) Soit P' le plan d'équationx —y +z + 2 = 0. 
a) Montrer que P L P'. 
b) Calculer la distance de Н(0, 1, -3) à la droite D = PAP". 


3) a) Donner un système d'équations paramétriques de D. 
b) Déterminer les coordonnées du point M de la droite D pour le quel 
HM est minimal. 


Ç (O, i, H k) un repëre orthonormé, on considëre les points A(1, 2, 0): 


2 1 
B(0, 2, 1) et les vecteurs U|tlet V121. 
4 5 


1) Montrer que les droites D; passant par À de vecteur directeur Ú et D; la 


droite passant par B de vecteurs directeurs V. sont non coplanaires. 
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant О, 
et parallèle à D3. l 
3) Trouver une équation du plan Q contenant D, et perpendiculaire à P. 
4) Déterminer les coordonnées du point I intersection de D, et Q. 
5) a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant 
par I et perpendiculaire à P. 
b) J désigne le point d'intersection de A et D: Calculer IJ. 


Ç (O, i, j, k) un repère orthonormé. 


On considère la famille de plan P„(m — 1)х +(2m- 1)y +mz +2m+3=0 
avec me IR. 
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1 
1) Existe-t-il une valeur de m pour que v| 2 |soit un vecteur normal de Pm? 


3 


2) Pour quelle valeurs de m, Pm est perpendiculaire au plan О; 
Q:x+2y-z+1=0 
3) Pour quelle valeur de m, P, L D 


avec D = Ja y,z)€ ё / = xÍ AI на) 


1 On considère les plans Pm: 2x — 3my + 22 - m—- 1 = 0; тє1В. 
1) Montrer que tous les plans Pm contiennent une еше fixe А parallèle au 


plan [O,i i Al 
x-2y+1=0 
y-z+1=0 


a) D et A sont-elles coplanaires ? 
b) Trouver une équation du plan contenant D et parallèle à A . 


3) a) Existe-il un plan Pm parallèle à a droite (0, j ). 


2) Soit la droite D : | 


b) Soit le point С з) avec ає[0, л] 


Peut-on déterminer o pour que АЄР, 2? 
: (O, i, j, k) un repère cartésien. 
1) Montrer que l'ensemble des points M(x,y,z) de l'espace. 
Vérifiant : (x + 2y — z + 2)? + (3x + y + 2z -1)? = 0 est une droite D dont 
on déterminera un vecteur directeur . 
2) Démontrer que l’ensemble des points M(x,y,z) 
Vérifiant (х + 2y — z + 2)? - (3x + y + 2z -1} = 0 est la réunion 
de 2 plans. P et Q dont-on donnera les équations cartésienne. 
Prouver D= PAQ 
3) A tout me IR, on associe le plan Pm d'équation cartésienne : 
Pum: (1+ Зт)х +(2+m)y+(2m-1)z+2-m=0. 
Montrer que tout plan P„ contiennent D. 
Tout plan contenant D est-il un plan Pm? 


N Ж étant rapporté à un repère cartésien (O, i, j, k) . On considère 
les droites D et D' de représentation paramétriques : 
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x=-1-2a x=1+À 
Ю :5у=2-0 ;aelR et р" у=5-А ; Ae R 
=-2+3а 71-33, 


1) Déterminer la position de D et D'. 
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A(0,-1,2) et 
parallèle à D et à D'. 
3) le plan Pm: (-m + 1)х + 2(m + 2)y - (m + 1)2+ 1 = 0. 
Montrer que tous les Pm contiennent une droite fixe A . 
4) Déterminer P; СҮР. 
5) a) Déterminer m pour que D soit parallèle à P. 
b) Dans le cas ou D n'est pas parallèle à Pm. 
Déterminer les cordonnées du point Im d'intersection de D et Pm. 
* De l'exercices 18 jusqu'à 28 Les repères sont orthonormés. 


Ç Soit S la sphère de centre A(1,-2,0) de rayon /14 : 


Soit Pm l'ensemble des points de l'espace vérifiant l'équation : 
х – 2y + 2z +m = 0 ou m est un paramètre réel. 

a) Montrer que Pn est un plan pour tout valeur de m. 

b) Calculer en fonction de m la distance de A à Pm- 

c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et Pm. 

d) Pour m = 4, déterminer S^ Pm. 


N 19/Soit la sphère S : x? + y + Z -x+2y - 4z + 3 = 0. 
n 


Soit D la droite passant par A(3, -3, 1) et de vecteur directeur ull 
2 


Montrer que la droite est tangente à la sphère S. 


Soit A et B deux points distincts de l'espace tel que : AB =a 
et I désigne le milieu de [AB]. 
Déterminer l'ensemble des points M de l'espace tels que : 


a) MA.MB-k(keIR) b) MA ЖТА 
MB 


Хїнс А(0,4, -1) ; B(-2,4,-5) ; C(1, 1, -5) et D(1,0, -4). 
a) Déterminer une équation du plan médiateur de [AB]. 
b) Déterminer le centre et le rayon de la sphére 5 passant par les 4 points 
A, B, Cet D. 
с) le plan О: х+у+2- 1 = 0 est il sécant à la sphère ? 
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Quel est le rayon du cercle d'intersection de S et Q ? 


e Soient A(6, 0, 0) , B(0, 6, 0) et С(0, 0, 6). 
1) Déterminer les coordonnées de G tel que OG-*2AG *3BG =0. 
2) déterminer l'ensemble S des points M de l'espace définis par 


(MO +2MA *-3MB).MC-0. 





3) Soit P le plan d’équation 3x + 4y ++ = 0. Déterminer la distance du 


centre I de S à P. Que peut-on en déduire pour S et P ? 


N, A et B deux points distincts tel que AB = a ; (a > 0). 
1) Déterminer l'ensemble des points M tels que MA? + 2MB2 = k. 
(k un réel positif). 
2) Traiter analytiquement ce problème lorsque A(1, -5, 2) et B(-2, 1, 2). 


S Soient les points А(4, 0, 0) et B(0, 0, 4) et C(0, 4, 0). 


a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral. 

b) Ecrire une équation de la sphère S de diamètre [BC]. 

c) Soit L est le milieu [AC], vérifier que Le S. 

d) Soit P le plan perpendiculaire à (BC) passant par I. 
Ecrire une équation cartésienne de P et déterminer S P. 


Ci la famille des sphère Sm, me IR 


Sm: X +y + 22 + тх + äm – 1)у + (m* 4)2 +1 = 0. 

a) Déterminer le centre о, et le rayon Rm.. 

b) Quelle est l'ensemble des points о, quand m varie dans IR ? 

c) Montrer qu'il existe un cercle (Q, г) tel que pour tout meIR,GCS, . 
d) Démontrer que pour tout point Mo n'appartenant pas au plan du cercle Ç 


il existe une sphère Sm et une seule passant par Mo. 
e) Démontrer qu'il existe deux sphère Sm tangentes au plan Q : z = 0. 


NZ 1, 3) et B(3, 5, 1). 


1) Soit Q le plan médiateur de [AB]. Donner une équation cartésienne de Q 
2) A tout réel m, on associe le plan Pm d'équation : 
Pa: (т + 2)х - (n + 1)y - те + 3n- 1 = 0. 
a) Déterminer l'ensemble E; des réels m tels que Р, et Q sont parallèles. 
b) Déterminer l'ensemble Е, des réels m tels que Pm et Q sont 
perpendiculaires. 
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3) Soient S = (медет? sy EE 


a) Montrer que S est une sphère dont-on précisera le centre I et le rayon. 

b) Déterminer suivants les valeurs de m, les positions de plan Pm et de 
la sphère S. 

c) Déterminer P, ^ S, 


NU ien P et Q les plans d’équations : P: x +2y —2 = 0 

et Q:2x+z-8—0. 

1) Montrer que P et Q sont sécants et donner la représentation 
paramétrique de A=PAQ. 

2) On considère Sm l'ensemble points de l'espace E tel que : 
х? + y? + z? 2mx - 2y + 20m - 3z - 12m + 1 = 0. 
a) Montrer que Sm est une sphère pour tout réel m. Préciser son centre Im 

et son rayon. 

b) Déterminer l'ensemble des points I„ lorsque m vraie dans IR. 

3) a) Montrer que S, et Q sont sécants et déterminer leurs intersection. 
b) Déterminer Son A. 


NU ien A(1, -2, 3) ; B(-2, 1, -8) et C( 0, 0, -2). 
1) Mo 


) Montrer que l'ensemble P des points M de l'espace vérifiant : 

MA? — MC? = 10 est un plan orthogonal à (AC). 

2) Soit le sphère d'équation х? + y^ 42? -2x +y * 22-0 
Montrer S (Р est un cercle dont-on précisera le centre et le rayon. 

3) Soit le point С défini par GA - GB-3GC-0. 
2) Déterminer les coordonnées de G. 
b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangent : à Š en G. 

4) Donner une représentation paramétrique de A , la droite d'intersection de 
P et Q puis préciser S^ A 
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CORRIGES 


V -1 0 -1 
DAD 3 АС 25AD| 2 
-2 -2 -1 
Existe t-il (0,8) € IR? tel que AB 2 aAC4 BAD 


XS B=1 
3-20-20 © а=} 
-2z-2a-f 1 . 

-22-25-1-3 vrai 


= 1 pem I — — - 

donc AB = 246 + AD par suite les vecteurs AB, AC et AD 

sont coplanaires. 

2) a) Soit M(x,y,z) € (AB) signifie qu'il existe a € IR tel que AM = aAB ог 
x-2 

— X =2-@ j , | 

АМ у+3 [d'ou 4y=-3+30 ауес а IR , est une représentation 
GA z=4-20 


paramétrique de la droite (AB). Supposons que: O(0,0,0) e (AB)signifie que : 


| = T За €» a =1=2 impossible donc O(0,0,0) e (AB). 
=4-20 


b) on a:OePet (АВ) c Р avec O e (AB) d'ou P(0,64,08). Soit 
M(x,y, 2) e P signifie qu'il existe (A, B) e IR? tel que 


— -+ — [x=2X+B (1) 
DDR «OB e y N (2) avec (.B)e IR? 
2-40-20 (3) 


L'équation (2) donne y = -3A4 < À = =" remplaçant dans (1) on obtient 


2 2 
X= = +B S B=Xx uo у . En remplaçons À et B dans (3) on obtient: 
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4 
Z = -fy +2x += y €» 2x —z = 0.donc l'équation cartésienne du plan Р 


est : 2x-z =Q. 
Wi Dans le repëre R : (B. ВА, BC, BD) on a: 


В(0,0,0) ;А(1,0,0) ;C(0,1,0) et D(0,0,1) 


21-х)-хү (-3х+2 
1) Soit Р(х,уг),2РА-4РВ| -2у-у |=| -3y 
-27-1 -3z 


-3x+2=0 [2 
2PA-PB-0e43y-0 — exy- dou P 2.00] 
=0 
-3z =0 5 
GA+GB+GC+GD=0 <> 4GB+BA + BC + BD- 0 
BG-1[BA LBC BD] d' 111 
SBG - 1 (BA. BC + BD) d'ou G AA 


2) Soit M(x,y,z)e (PG) signifie qu'il existe a €IR tel que PM = PG or 
2. 5 


-5 x =< - 70 
er 

P 4 d'ou y=4% avecoe IR ; 
1 l 
4 AM 


est une représentation paramétrique de la droite (PG). 

Q - (BCD) donc Qlb, BC, BD). Soit M(x,y,z)€ Q signifie qu'il existe 
х-0 

(.B)e IR? tel que BM = ABC BBD < 4у= А donc une équation 
2-р 


cartésienne du plan Q est: x=0. 
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| 2 5 
*= TE 2 5 
= - =ü = 0 
3 12 
3) Soit K(x,y,z) є (PG) О i 1 
=» 1уз-04 < y= —a 
4 4 
1 1 
®=—@ z = —@ 
4 
[x = 0 


8 2 
La première équation donne q = 5 d'ou y = 8” z = 


donc (РС) Q Je (o =, 2) 


4) (MLN) est un plan si est seulement si les vecteurs MN et ML ne sont pas 


— —ə— 


colinéaires. Montrons que MN et ML ne sont pas colinéaires: 


ETES 


donc MNet ML ne sont pas colinéaires et par suite (MNL) est un plan. 
Soit E(x,y,z) € (MNL) signifie qu’il existe (a, B)e R? 


x-l-a-«f (1) 
tel que EM = «ММ -BML > < y=1+a-2$ (2) ; l'équation (3) donne 
z=-1+2B (3) 





+1 
В = 27 en remplaçant dans (2) on obtient: œ= y + z et on remplace dans (1) 


2-1 
а et B par leur expression: x =1-y-Z ыг d'ou: 


2x + 2y +z — 3=0 donc l'équation cartésienne du plan P est: 2x + 2y +z —3=0. 
x=0 

5) Soit M(x,y,z) EPOQ em x-0 

2x+2y+z-3=0 | 
y 2у4-2-3-0 

est une équation cartésienne d'une droite D, donc P et Q sont sécants 

etonaPNQ=D. 

Déterminons une représentation paramétrique de la droite D. 

Posons y =Q avec ü eIRd'ouz-3-2a 
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Hog o 


x-0 

et par suite D: Ë g 2 donc PAQ est la droite passant par 1(0,0,3) et de 
Z-3-2a 

0 

vecteur directeur d 1) 


Ç 1) Soit A (1,1,-1) ;B (m,2,m) ;C (1,2,-4) 


A,B et C ne soient pas alignés si et seulement si ABet ACne sont pas 
colinéaires. 


m-1 0 
AB 1 : AC 1 “АВ et AC sont colinéaires si et seulement si 
m+l — 3 
m -0.. 
Po 


TR d-o m-] чаг 
m+ -3 "e D sm e m = 4 impossible 


1 1. 
a J =0 


donc AB et AC ne sont pas colinéaires pour tout m e IR . 
Par suite A,B et C ne soient pas alignés pour tout m € IR. 
2) a) on a A,B et C e P, et A,B et C ne soient pas alignés pour tout me IR donc 


P. A, AB, АС) 
Soit M(x,y,z) € P, signifie qu'il existe (о,В)є IR? 
| x =1+a(m-1) (1) 
tel que АМ = «АВ+ВАС e y=l+a+B (2) ; 
=-]+afm+1)-36 (3) 
l'équation (1) donne a(m -1) =x-1. 
1° cassi mz 1, а = =. еВ = у- |i. 
m-1 -1 
En remplaçant dans (3): 2--1 JK SCH —3y+3+3 k=) 
(m-1)z =-(m-1) + (x-1) (m+1)=3y (m-1) +3 (m—1)+ 3 (x-1) 
(m+4) x -3 (m-1l)y-(m-1)z+m-6=0 
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Donc si mæl, l'équation  cartésienne du рап Рт est: 
(m+4)x-3(m1)y-(m-1)z+m-6-0. 

x=1 
2" cas: 511 опа: <y=1+a+B 


2--1-20-3р 
Donc l'équation cartésienne de P, est: x=1. 
En remplaçant dans Pm: (m+4)x- 3(m-1)y-(m-1)z+m-6=0 m par 1 on trouve P}: 
5x-5-0 ФР: х= 1. 
Donc pour tout me IR , Pm: (m+4) х-3 (m-1) y-(m-1) Z +m -6 =0 
b) Soit M(x,y,z) € P, signifie que : 
(m+4)x-3(m-1)y-(m-1)z+m-6=0 
< mx+4x-3my+3y-mz+z+m-6=0 
< m[lx-3y-z+1]+4x+3y+z-6=0 


est vrai pour tout m e IR si est seulement si ut 2 
х-Зу-а-1 (1) 
On posez =Q, 
4x+3y=6-q (2) 


(1)+(2) donne 5x = 5 € х=1, en remplaçant dans (1) on trouve: 
x= 


=2_ La di MIS; NU a 
у=2-39 d'ou < y 39 ; aveca e IR 


Өөө 


Z 


; A 2 
est une représentation paramétrique d'une droite D passant par (5324) et 


0 
1 


m 
de vecteur directeur u 3 | 
1 


Donc tous les Pm contiennent une droite fixe D définie précédemment. 


Ni il  (зх-ө-ду-2 |х=2у+7 
, pol 2-7 3 | наза c PI 
Soit М(х,у,)Є D <> 212 у 3z+6=5y-5 © 5 1 


Bx ge: E a 





— 
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- 28.2 сайн 
= SP + 3 = 58 + | 
< у-р d'ou D: уеэр avec B c IR Et par suite l'ensemble D est 
z Sg LE _ Sg _11 
a EE 
2: 
; 7 11 р >| 3 
la droite passant par А E et de vecteur directeur u 1 
3 
x+2 _ Y+3 x = 4y+2 
: € E: р 3x +6=4y +12 
Soit M(x,y,z) eD' > 443 e e 
z+ == 2=1у 
3 
on pose: у= а 
-4 
ын 3014 x =да+2 
т d'ou D':4yza ауеса e IR ; 
216 1 
3 273" 
par suite l'ensemble D'est la droite passant par B(2,0,0) et de vecteur directeur 
4 
>| 3 
vil 
1 
3 
2 4 
= 228 2 4 SE + = -— 
2) 13 3| = reu = — — z 0 donc uet v ne sont pas colinéaires. 
1 1 
х- 4042-4844 (1) 
Soit М(х,уу)с D'A D e у= В =o (2) 
z-la-2p-H (3) 


D'après (2) a = B en remplaçant dans (1) on obtient: 


4B +6 =2B+7 © P = 5 =Œ en remplaçant dans (3): 
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1 5 11 7. ! 
— =———— = —— impossible. 
6 6 3 6 
Donc D'OD=Øet u et v noncolinéaires donc D et D' ne sont pas 
coplanaires. 
3) D// P et D'//P alors u et v deux vecteurs directeurs de P non colinéaires. 
Par suite p-a A 3) Soit M(x,y,z)e P signifie qu'il existe (о,В)є IR2 tel 
que : : 

х= 2р + 4о.+1 (1) 
АМ =ау +Ви dou P:4y =B+3a-1 (2) avec (a, p)e IR? 

z- 3p +a+3 (3) 


()-Q)-G)e x-y-z--238-1eB-Cx*yz-1) 
(3) >a=z2-3-3B=z-3-2(x+y+z-1) 


; 5 5 1 13 
Et par suite о =—X-——y+—ZzZ—— 
6 6 6 6 
1 5 5 1 13 
D’ =—(—x+y+z-1)+3 —x—-—y+—z—-— |-1 
ou y=7(=x+Y+z-1) 2 гэдэс 2) 


D'ou P: 2x-2y+z-8=0. 
| 2x-2y+z-8=0 
4) Soit M(x,y,z) e P'^P e 
х-2у-7-1-0 
2х-2у=8-6 (1) 


On pose z = ó alors 
х-2у-1-06 (2) 


(1)- (2) donne x = 7, remplaçant dans (2), on obtient: y = 3 +25 


x=7 
y=3 +25 avecòelR, 
7-0 
est la représentation paramétrique d'une droite A passant par I (7,3,0) et de 
„|0 
vecteur directeur w 1 don Pen D'A. 
1 
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Vd ) A(1,2,-1) 


х =2 — 40 x=-1-B 
Dis y=] +0 avec aelR; D2: y=2+2B avecBe IR. 
z=3+2a z=3-3B 


> (-4 371 
u | [je un vecteur directeur de D; ; v H est un vecteur directeur de р». 


Le plan est définie tel que А € P, DAP. D „//P. 

D //P et D,//P signifie que les vecteurs u et v sont deux vecteurs directeurs 
du plan P donc P: (^ u, d 

Soit M(x;y,z) € P signifie qu'il existe (t, y)e IR? tel que 

3 GE (1) 


AM= tu +yv4y=t+2y+2 (2) est une représentation paramétrique 
2-21-3ү-1 (3) 


du plan Р. 
2) 2 x (1)+(2) donne 2x + y = Tees DET 
(1) donne peter ele RDS уа 
d'ou 226 Le 

15:21:42) 


En remplaçant dans (3) t et Y par leur expression on trouve: 
—2x-y+4 + 4ÿ — 
[GU За(Х34У-91 | 
| 7 7 
D'ou l'équation cartésienne du plan Р est: x + 2y + z -4=0 
3) Etudions la position de D, et D»: 
-4 -1 
[^ 2 


et D; ne sont pas parallèles. 


> > 
=—8+1= -7 sx 0 donc и et v ne sont pas colinéaires et par suite D, 








x=2-4a=-1-B (1) 
Soit М(хуул)є гэ: e 4y=a+1=2+26 (2); 
z=3+2a=3-3B (3) 


L'équation (1) donne: B = 4@—3 , en la remplaçant dans (2) on trouve: 
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л 


а =1+ 2(44. -3) €» а = — et par suite p-29-3--1 , remplacons dans 


7 7 
(3): 3+ 23- 3-3 ъз impossible donc D, ^ D, = et par suite 


les droites D, et D; sont non coplanaires. 
4)B,(m+6,m,m +1) 


m+6=2-40 m+6=2-4{(m-1) 
a)B,, € D, signifie que т=1+@ < a=m-1 
m+l=3+20 m+1=3+2m-2 
d'ou m=0, donc В, € D. si et seulement si т=0. 
m+5 
b) AB, m — 2 | vecteur directeur de la droite (AB. ). 
m+2 
Soit М(х,у,2)є (АВ, ) signifie qu'il existe À € IR tel que 
x=(m+5}h+1 
АМ = ЛАВ, <S dy = (m - 2). + 2 est une représentation paramétrique де 
z -(m42).-1 


' 


la droite (AB. ). 


‚—— -» 
5) (AB. y/D, si et seulement si ABm et v. sont colinéaires: 








m +5 A 
=0 _ 8 

EE Sim AE 3 

1-5 - 13 : 
=0 S q; -3m -15+m+2=0 © 4m=-— impossible 

m+2 -3 3 ME 2 

A Ээ LE Эв 

m+2 -3 5 








donc pour tout m e IR , ABu et v ne sont pas colinéaires et par suite les droites 
(AB, let D, ne sont pas parallèles me IR . 

Ach 
6) (AB, ) c P si et seulement si 

ABx est un vecteur directeur de P 
A(1,2,-1) € P @1+2 . 2-1-4=0 vrai donc A e P. 
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AB,, est un vecteur directeur de P si et seulement si: 


m+5+2m-4+m+2=0 4m 4320 m = 4 


3 
d’où pour m = E ona (АВ, )est incluse dans P. 


xz2-À 
А(т-1,,1+1); 0х y=1+À avecAeIR 
3 


7- 
т-1=2-А т=3-А 

1) АєРрс» 1 т-1--3,, &im=l+x 
m+1=3 m=2 


Donc AeD si et seulement si m=2 
э(-1 
2) AcP et DCP , soit u | i | vecteur directeur de la droite D. D c P signifie 


"TE 
que u estun vecteur de P. 


B (2, 1, 3) € D donc B e P donc p-[A AE а). 


- 3- 
fin) est un vecteur de P. Soit Р: ax + by +cz+d=0 
AcP e (m-1)a-- bm (m 4 1)c c d O (1) 


> (4 
u b est un vecteur de P => -a +b = 0 (2) 


Si est un vecteur de P < (3-m)a + (1 -m)b + (2 - m)c =0 (3) 


-m 

l'équation (2) donne : a = b , en remplaçant dans (3) on obtient : 
(4-2m)b+(2-m)c=0 < c=-2b=-2a pour m #2 . 
L'équation (1) donne : (m -1)а + ат + (m +1)(-2а)+4=0 

d'ou d-33a=0<—d=3a. : 
Poura=l1,ona:b=1,c=-2 et d=3 

D'ou P : x + y—2z + 3 = 0 est l'équation cartésienne du plan P. 


x =-1 + my 
3) Ор: у-14(10-1ү: y e IR 
z-l4my 
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-» 


m 
у É - ) vecteur directeur de la droite Dm. 
m | 


a) Etudions la position des deux droites D et D„ : 


m -11-0 
ml 1 ESL 
11 m+m-1=0 2. А 
n 1-0 <> < -m=0 e impossible 
-1 m=0 m=0 
m de 


donc pour tout m e IR , u et v ne sont pas coplanaires et par suite D et Dm ne 
sont pas paralléles. 

x=2-À=- + тү (1) 
Soit М(х, y, z)e D A Dm eb 1+41=1+(m-1)y (2) 

2=3=1+ my (3) 


(1)- (3) donne -1-1--2 &ì=1. ` 
(1) donne 1=-1+my < my=2 .Si mz0,my-2 ey =Z. 
(2) donne 2=1+(m-1). Z e m =2(m -1) > m =2 or m #2 donc m = 0 


et on la remplace dans (3) on trouve que 3 = 1 impossible donc D A Dm = ф 
et par suite D et Dm ne sont pas coplanaires. 


b) Da c Qn alors v est un vecteur de Qm et C (4 ‚1, 1)є Dm c Qn. 
D // Qm alors u est un vecteur de Qm par suite Qm (c ; u Á Jj ° 


Qm:ax+by+cz+d=0. 








uetvd ekora A BCE 
u eux. vi rs de Qm <> 
et v deux vecteu ma+(m-1)b+mc=0 ( )a+mc=0 
e b-aetc-l-2 si m 40. 
m 
CeQ» &-a+b+c+d=0d'oud=-c=4M-=la 
d'ou Qu: ах + ау + 12m 12m az + 20-14 -0, 


Ou encore Ом :х+у+ 1-20; 20-1-0 Ё 
m m 


c)Ona; A(m-1,m,m +1) 
* (m 1 )+m +12 (m 4.1).-2m-1- Qm. )[1-m - 3 +4]=0 
m m mm m 
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donc A e Qm. 
* (m-1)+m-2(m+1)+3=2m-1-2m-2+3=0 donc Ae P. 
On conclut que À € P A Qmet que P Qs = А est une droite. 





kS x4 y4 122m; , 2m-1..9 
х+у-22+3=0 
1-2, 
on pose y = а, le système devient tm m rm - a (D 
x-2z--a-3 (2) 
(1) - (2) donne : 
-2m 2m ,.5)7 -1 -2m -@+а+3 Sz=l+m 
donc Х--0д-3-22--1-3-2-21--0-142Шш. 
x--a-14-2m 
Finalement A:4 у= а ,a ER. 
z=l+m 


NU (n+1)x+(2m-1)y+(m-1)z+2+m=0 
Sm(x+2y+z+1)+x-y-z+2=0 
l'équation est varie pour tout m e IR donc elle est équivalente à : 


х+2у+2+1=0 on pose у= а lesystéme devient Хаха 
х-у-2+2=0 POSE os á x-z=0-2 
on additionne membre à membre 2x =-3-a d'ou x=- da E 
= 1-20 + La. 3)doncz--3o +1 
et 2= -] 20 +a + 2 donc z 20 t 
slo. 
mE 2 
Le système équivaut à 4 у= а ; а eIR 
3 1 
= —0 + — 
z--30 t5 
C'est une représentation paramétrique d'une droite D de vecteur directeur 
zu 
>| 2 
u L et passe par le point de coordonnées ! à , 0, 1) 
22 


Donc tous les plans Pm passent par la droite D. 
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x=-la-2 
2^. 
2) Soit M e (x, y, z)eD e4y-a 
= 3g +42 
zZ = 30 +5 
Шөл -3g1+42]l41=20-2q 343= 
Ha 3)+2a+(3a+4)41 2a - 2a 5 +5 0 


donc M eQ par suite DC Q. 
3) D CQ, Q est il un plan Pm, c'est à dire existe-t-il Motel que Q = Pm, . 


>f 1 - 
Ona d vérifie 1+2(-1)+1=0 alors v est un vecteur de Q donc de 


Р. © (m, +1 )- (2 m, - 1)+ (m, - 1)= 0 <> 1=0 impossible 

donc il n'existe par un réel m, tel que Q = Pm - 

On conclut que : Q contient D et n'est pas un plan Pm. 

d'ou tout plan contenant D n'est un plan Pp. 

4) Ae Pm €» (m +1)cost+(m-1)sint+2+m=0 
«m (cos t + ѕіп 1+1) + cost - sint - 2-0 


-cost -- sin t -2 
cos t+sint+1 ` 


zZ .Jx-y+a-1=0 
N/» Da: 1 ouaeIR 


Si cost + 5іп ї +15 0 alors m = 


x-a-a-l 
on pose y a d'ou Da: q y=ü (a E IR) 
z=3a-1-3a 


>fl 
donc u H est un vecteur directeur de D,. 


3 
2 ) D, est parallèle à Pm alors u est un vecteur de Pm. 


ems (m-2)-3-0&m-2. 


ж 198 сав: т = alors D. // Pa 
Soit A (-a+1,0,-1-3a)e Da , A € Ps è (а+1)+1+3а+2-2=0 
7 1 


«< 4a =-3 sa: 
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Si a= 1? comme Da // Pa et Ae D A Pa alors Da © Pa = Da 
Si az E comme Da // Pm et (A € Det A e Pm) donc Da © Pm = $ 
ж ёте сав: m ex alors D, est sécante à Р, donc Da N Pin = (E). 


х=а-а+1 
Еєр, рь <>} у=а etmx+(3m-2)y-z-m+2=0 
z-3a -1-3a 


on obtient : m (a -а+1)+(дт-2)х - 3a +1+3a-m+2=0 
a (m+3m-2-3)-am+3+3a=0 


а (4m-5)-ma +3+3a=0 0 =ma-3-3a 


-5 
ma-3-3a ma-3-3a.3ma-9-9a ) 
d'ou p (ma -3-3a _ а-1, EEN 1-3a 


3) Soit M (х, y, z)€ Pm mx+(3m-2}y-z-m+2=0 
m(x+3y-1)-2y-z+2=0 l'équation est varie pout tou me IR . 


х--38-1 
Би on pose у= В d'ous у=В pe IR 
—y-z+2=0 21-2042 


C'est une représentation paramétrique d'une droite A de vecteur directeur 


-» 


-3 
у | ) est passe par le point B (1, 0, 2). 


4) u 1 et v 1 comme | 
3 -2 


143-440 





> > 
alors u et v sont non colinéaires. 


=> > 

A et Da incluse dans Q < u et v sont deux vecteurs de Q et B e Q. 
— E -» 
MEQ © BM=aou+f$v 


x=a-36+1 (1) 

d'ou Q:4y =а +В 0 (a ,B)e IR? 
2-30-20-2 (3 

(1)-(2) donne: x-y=-4B+1 d'ou p = Yt 
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(2) donne а= y-B = 1х +3 y -1 ; on remplace dans (3) on obtient : 


23 Эн 81:21 ШУ 0 yc disc : 2 
к= бк ТЕРЕ. 4 +2 ; d'ou: Q:5x+7y 4z+3=0. 


N/ 2 -6 
a) п|-1| un vecteur normal de P. N| 3 | un vecteur normal deP'. 
1 -3 
On remarque N —-3n donc N etn sont colinéaires par suite les plans sont 
parallèles. 
b) A LP donc n est un vecteur directeur de A 
x=2a+l 
Mea © ilexisteae IR telque:AM=on < 4 у=-@ 
®=@-1 
x=2q+1 
d’où une représentation paramétrique de est:4 y--a ;aelR. 


®=@-7 
2 0 

NY a) n| -1 [vecteur normalde P, N| 1 | vecteur normal de P' 
1 1 


n.N =2.0+(-1).1+1.1=0 donc n LN d'où P LP'. 
5)5-3-8:8-8-0 donc AeP' 
2.(-1)-5+3+1 
Ca S use: 
22-040 V6 2 


Ç 1) М(х, y, 2 eD <> il existe a e IR tel que AM =a U 


x-a+2 x=-a+2 
€4y-2a-3 d'où D:4y-2a-3 ;acIR 
z=3a+4 | z=30+4 


2) P LD donc U est un vecteur normal de P. 
d'où P:-x+2y+3z+d=0 
BEP => -(-3)+2.1+3.2+d=06 d=-11 
Par suite P : -х + 2у + 32 – 11 = 0. 


DAS 
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3) a) H est le projeté orthogonal de A sur P alors (AH) LP d'où AH et Ü sont 
Xy =-ü +2 
colinéaires donc il existe ae IR tel que AH-a.U © yy 722-3 
Zu =30 +4 
HeP < -xy + 2ун + Зан — 11 = 0. 


En remplaçant xu, ун et zy par leur valeur on obtient : 


a-2+4a-6+9a+1=0 < 142727 < ame par suite H(2;-2;=) 


2 
2-6412-11 4 
b) орогч БТ ший 


Amen Ма 2 


4) a) D une droite perpendiculaire à P en H alors tout point du plan P se 
projette orthogonalement sur D en H donc le projeté de B sur D est H. 


b) (B, D) = BH = +3? +(2-1) dE E 


ç 1) п=21+ }- К est un vecteur normal de P donc P : 2x + у-2+4= 0. 
AeP S 2-1+1= 0а = -1 рагѕшіеР P: 2x +у-2 -1 = 0. 
1 2 | 
2) а) n'| -1 |vecteurnormaldeP' et n| 1 | vecteur normal de P. 
1 -1 


n.n'=2-1-1=0 doncn Ln' d'où P 1 P' 


b) dH, P) =Â =L => =W = 
is JA V6 2 
H-3*2 2 24, 


P = 
) Jeu 43 3 


Soit K le projeté orthogonal de H sur P' 
et L le projeté orthogonal de H sur P 
et N le projeté orthogonal de H sur D. 


a: гусь PEDLN) (1) 
(NL)cP | 
(НК) P' 
(KN)cP' 


Ола: (HL) LP et (HK) L P' donc HL est le vecteur normal de P 


d(H, 








l>a (KN) 0) 
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et HK est un vecteur normal de Р! commeP L P' alors HK L HL 
d’où (HK) L (HL) (3) donc (1), (2) et (3) entraîne que KHLN est un 
rectangle. 

D'après Pythagore dans le triangle HLN ona: HL? + LN? = HN? 


or HL = (Н, P) et LN = HK = d(H, P") par suite HN 2 d^ +4? =, Ké 


x-y+z+2=0 
3)a) MeD — 
2x+y-z-1=0 
Q [x-y=-a-2 0 
On posez =ü ; 
2х+у=в@+1 (**) 


(*) + (**) donne 3x = -1 donc x => 


(y =0+2-7=0+2 don Р: узаа2 oe IR 


b) HM? = x? + (y - 1)? + (z + 3? 
or Me D d'oü HM? = ein +(a+3)? 


ou encore HM? = 2a? i: On pose f(x) = 2x? + = x +3 


f est dérivable sur IR, f '(x) = +2 alors f (х)=0 exul 





HM est minimal pour a=" par suite MC. сты Sal 
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NY 2 1 


1) *U| 1 Jet V| 2 1 esae 
: Ё 4 5 
donc Ü et V sont non colinéaires. 
x=20+1 x-p 
*D,:4y=a+2 ; acIR ; D,:4y=2B+2 ; Be IR 
z-4a 2=5В+1 
х=В=20+1 
Me D nD, &<y=2p+2=a+2 
z=5B+1=4aq 


1 
В=20+1 B=4p+1 | 8573 
s е 28-а 02 1223 
3 


Ona: 5B+1 =4a. с еы БЕСЕ рг 
3 3 3 3 
Donc D, OD, =ф etcomme Ú et V sont non colinéaires alors D, et D; sont 
non coplanaires. 
2 D,cP S A €P et Ü est un vecteur directeur de Р 
D, // P< V est un vecteur directeur de P. 
a 
Soitn un vecteur normal de P,n| b 
c 
n LÚ et n.L V &2a + b + 4c = 0 (*) et a + 2b + 5c = 0 (**) 
(*) - 2(**) < 2a + b + dc -2a- 4b - 100 2 0 & b = -2c d'oü a = -с. 
AeP&a+2b+d=0 —d=5c 
D'où P : -cx -2су + zc + 5c = 0 ou encore P: -x -2y +z + 5 = 0. 
3)Q LP <> n Ln' ауес n' est vecteur normal de P' 
-1 
et n| -2 | est un vecteur normal de P. 
1 


D:-cQ& BEQ et V vecteur directeur de Q. 
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nin'S-a-2b+c=0 (1) 
ш.Үсэаж25-5с-0 (2) 

(1) + 2) >c =0 ; a =-2b 

BeQ<— 2b+c+d=0orc=0 >d = -2b. 
Q:-2bx + by + 0.z — 2b = 0 
Q:-2x+y-2=0. 


x-2a-*1 

у=0+2 
4) I(x, у, z)e D, ^Q <> 

z=4a 

-2x+y-2=0 
-2х +у- 2 = Ооп иа т leur valeur 
-4a-2+a+2-2=0< a= 34 d'où Ki, DI 3 


-1 
5)а) ААР <> n| -2 | est un vecteur directeur de A 
1 


M(x, y, 2) AS ilexisteye IR telque:M=y.n 


X=- E 
"3 


D'où А: y=-2+< 


x-B--—y (D 


b)JeAnD, e y=2+2B="-2Y (2) 





8 
=5B+1=-—+y (3 
К B хэ) 
р = -y (1) ; on remplace dans (2)on obtient 


1 4 
2-2(---ү---2ү (2 
сл 3 y 0) 
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On remplace dans (3) : 5 Cine 


2 8 1 
-—-5у=-—+у © 6y=2 —y=— 
3 Y 3 Y Y Y 3 





d? 1) V est un vecteur normal de P. si et seulement 81: 


m-l 


V etn| 2m-1 | sont colinéaires. 














m 
1 m-l 1 m-l 2 2m-1 . À 
e =0 et =0 et =0< 1 = 0 impossible 
2 2-1 3 m 3 п 
donc il n'existe aucune valeur de m. 
1 m-1 
2) N| 2 | et n| 2m-1 
-1 m 


Pm О sietseulementsi N Ln &m-1+4m-2-m+0 &m-- 





I + 
3) p El-Yt2.,,5 
2 3 
- =F 
== rz € (x-1)=2(y+2) © 3х-2у-7-0 
+ 
at e»y-32-4-0 
3x-2y-7=0 
D: T 
y=-3z-4=0 
| 3 3 
On pose y =a d'où 3х=2@+7 et 3z=a-4 par suite D: 4 у= а; ae IR 
1 4 
Z= —0 -— 
3 3 
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c'est la représentation paramétrique de la droite D de vecteur directeur Ú 


Мн = wjn 


P. LD ©и et n sont colinéaires 


2 
2 1 2m-lj (= m-l 
= m-l 3 
EK =|1 = -0cm--1. 
— m 1 
1 2m-l| 13 3 m 


1)2x-3my + 22 * m-1 20 
<> m(-3y + 1) + 2x + 2z – 1 = 0 vraies pour tout réel m, donc l'équation est 


GER . |-3y+1=0 
équivalente à (1). 
2x+2z-1=0 


х= 
On pose x =o alors (1) & у=» ; ає IR 


1 
2=-0+— 
2 


c'est Іа représentation paramétrique d'une droite А passant раг le point 
1 
(0...) de vecteur directeur u 01. 
3 2 1 
0 
Le plan (O,i,k) : y = 0 donc n| 1 | vecteur normal de (O,i,k) 
| 0 
0 donc(O,i, k)//^ 


Bi 
Et 
1 


x-2p-1 
on pose y «p d'ou < y=B ; BeIR , c'est une représentation paramétrique 
z-p-l 
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2 
de D, de vecteur directeur V| 1 | passant par K(-1, 0, 1). 
1 





2 Ge de. 
B i =1=0 donc U et V sont non colinéaires. 


х-28-1-0 (1) 


Mech < y=== (2) 
Bleser 
z=ß+1 GEET (3) 
бугд donei) =t 
3 3 


Vérifions dans (3) ER 1=1+2 impossible d’où D^A =$ 


Юг\А=ф@ et (Ú et V non colinéaires) donc D et A sont non coplanaires. 


.b) Soit Q le plan contenant D et parallèle à A alors KeQet V et Ü sont des 
vecteurs directeurs de Q. 
a 


N| b | vecteur normal de Q donc N.V=0 et N.U=0 
c 
&a-c=0 et 2a+b+c=0&a=c et b= -3c 
KeQ &-a+c+d=0 —d=0 d'où Q : cx — 3cy + cz = 0 
par suite Q: x— 3y +z = 0 
2 
3) а) Soit N| -3m vecteur normaldeP, ; P, A (0,9 NL 
2 
< -3m =0 <> m = 0 donc le plan P. // (O, j) 


b) АЄР,, < 2cos*a-m-cosa+m-1=0<5 2cos'a-cosa.-1-0 


2-1- 1=0 donc cosa=1 ou соза =-- ; ora e[0, л] 


d’où @=0 ou a=. 
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N/s 27 + Aas 17-0 (1) 


@x+2y-z+2=0 et 3X+y+2z-1=0 
On posez =a on obtient : X + 2y =а-2 et 3x * y - 2a +] 
ou encore x + 2y =@-2 et -6x -2y =4a-2 on additionne membre à membre on 


obtient : -5x = 5a-4 d'où x 
ve 12 7 
3x+y=-2a+lé y=-3x-2a+1 d'où EE Er. 
sr 4 
5 


(1) — y-a- ; ae IR 


7-0, 


C'est une représentation paramétrique d'une droite D passant par le point 
-1 
4 7 . = 
Ke) et de vecteur directeur W| 1 
1 
2) (x +2y -z +2% -(3x+y+2z-1) = 0 
@S(x+2y-z+24+3xXx+y+2z-1)(x+2y-z+2-3x-y-2z+ 1)= 0 
co (4х + Зу +z + 1)(-2х +y- 32+ 3) = 0 
< 4х + 3у+2+1=0 ou 2x +у- 32+3 = 0 
4х + Зу + z + 1 = О c'est une équation cartésienne d'un plan 
de même -2x + у - 32+ 3 = 0 
d'oà l'ensemble recherché est la réunion de deux plans P et О, 
Р:4х + Зу+2+1=0 et Q:-2x+y-3z+3=0 
х+2у-2+2=0 (1) (1) + (2) 4x +Зу+2+1=0 
3x +у+22-1=0 (2) (2-0) 2x-y+3z-3=0 


&MEPNQ donc PAQ=D. 


мере 


4х +3у+2+1=0 
-2x +у-32+3=0 
3) 1** méthode : 


ou encore | 
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4 
x=-a+— 
3 


MeD y-a- 


2-1 


(ал 3) 013m) * (a2) Cm) +a(m-D+2-m=0.a+0=0 


donc M € Pm pour tout valeur de m d’où DC Ba 
2275 méthode : 
(1 + Зт)х + (2 + т)у + 2m - Dz * 2-mz0 
m(3x + y + 2z — 1) + x + 2y — z + 2 = 0, l'équation est vraie pour toute valeur 
de m dans IR, donc l'équation est équivalente à : 
3x+y+2z-1=0 
x+2y-z+2=0 


cartésienne de D d’où D c Pm. 


se sont les équations de P et Q donc c’est une représentation 


2 
Soit R le plan passant par Ï de vecteur directeur W еу | 0 
-3 
1+3m 
n| 2+m | vecteur normal de Pa: 
2m-1 


V.n- 2(1 + 3m) - 32m - 1) 2 5 #0 donc V n'est pas un vecteur de Pm 


par suite R est un plan contenant D et R ç Pm 
donc tout plan contenant D ne peut pas être en général un plan de Pm. 


-2 
NZ, D passe par A(-1, 2, -2) de vecteur directeur 014 
3 
1 
D' passe par B(1, 5, 1) de vecteur directeur VI =1 
-3 
-2 


* 





Lo donc Ü et V non colinéaires 


D'où D et Di sont non coplanaires ou sécantes 
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x=-1-2a=1+2 (1) 
*MeDcD'e4y-2-a-5-À (2) 
=-2+3a=1-32 (3) 
(1)+ (2) =1-3a=6 EE 
DE p 2192 
3 3 
Vérifions dans (3) : -2 – 5 = 1 — 4 impossible donc DA Р'=@. 


Conclusion : DA D'=$ et U et V non colinéaires alors D et D' sont non 


coplanaires. 
a 
2) Soit N vecteur normal de P, N| b |. 
с 


р/р N.U-0« -2a-b+3c=0 (4) 
D/PSN.V=0<a-b-3c=0 (5) 

(4) + (5) =-a-2b=0 < a = -2b 

(5) => Зс= а- b = -3b —> c = -b 

AEPS -b + 2c + d =0 <> d = b-2c d’où d = 3b 
P:-2bx+by-bz+3b=0 ФойР:-2Х-у-2-43-0 

3) (-m + Dx +2(m +2)y-(m +1) 2+1=0 

< m(-x+2yY-Z)+x+4y-z+1=0 

L’équation est vraie pour tout m € IR donc elle est équivalente 


. | x+2y-z=0 
à: (D 
х+4у-2+1=0 


On additionne membre à membre бу – 2z + 1 = 0 ou encore z = Зу + 


on pose y =| donc 2=3р+- 


1 1 1 
x=? —z=2 -3 -— = -V -— = ec - — 
y VEYRE р 5 
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C'est une représentation paramétrique d'une droite A passant par le point de 


-1 
coordonnées e ,0, D et de vecteur directeur W| 1 
3 
-2х+у-2+3=0 -6x +3у-32+9=0 
4) МеР, Pe ийн (ID ouencore шэг 
-x +8y-3z+1=0 -x+8y-3z+1=0 
X=-0+ E 
5 
on pose y =ó (11) 4 y =ô ; dEIR 
z-3ó- 1 
5 
c'est une représentation paramétrique d'une droite A' passant par le point 
à -1 
Bes 0,- 2 de vecteur directeur W| 1 
3 


-m+1 

5) a) D // Pm < u Ln avec n| 2m+4 | vecteur normal de Ру. 
-m-1 

€» (-2).(-m*1) +(-1)(2m +4) +3 ("|m -1) 20 & m- 3. 

` b) Det P, sont sécants < m -3 

х=-1-2а 

у= 2-а 

2=-2 +3За 


(-m+1)x +2(m+2)y-(m+1)z+1=0 
Дёте 


In eE DP, © 


Оп remplace х, у et z раг leur valeur dans la équation on obtient : 
(-m + I)(-1 - 2o) * (2m * 4) 2-0) -(m*1) (-2*3a) +1=0 
-7m-10 7m+10 


-3m-9 3т+9 








&a(-3m-9)=-7m-10 or m=-3 d’où а= 


17m+29 -m+8 15m+12 
3m+9 ` 3m+9° 3m+9 “° 


ppc 


(1, -2, 2) = (0, 0, 0) donc pour toute valeur de m, Pp est un plan. 





donc I, (- 
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|1+4+m] js + mj [5+m| 
b) ФА, Р.) ===, 
+022 +22 Мэ 3 
+m)? F ? +10m- 
о4-82-9 =) 44 125+m 10т ,, m m 101 
^A'25?4 101 = 126 alors VA'=3V14 


m'=-5-3./14 ou т"=-5+ 34/14 


[PER] + QT - P + | 
Sime La -5- 3,14| o |-5«3414, of alors d » R donc P, est 
extérieur à S. 


Si me 1-5 -3414,-5 +3414] alors d < R donc P, et S sont sécants. 


Sim=-5-3V14 ou m=-5+3V14 alors d = R donc P, est tangente à S. 
d) Pour m = 4, 4e |-5-3d14 : -5-304| donc Pn est sécant à S. 


d’où Sn P, est un cercle de centre Q derayon r=4/R? -d? =./5 
1 
О (x, y, z) est le projeté orthogonal de A sur Р, et n, -2 |est un vecteur 
2 
normal de plan P, alors il existe ae IR tel que AQ-an, 
x=q+1 
d’où 4 y=-2a-2 orQeP, donc(a+1)-2(-2a-2)+2(2a)+4=0 
25524, 
с»05--1 donc x=a+1=0; y=-2a-2=0 et z=-2 d'où 0(0,0,-2) 
Ра =G cercle de centre Q (0, 0, -2) de rayon 45 
N. y, z) eDe AM-aU ; a«elR 
x=-2a+3 
D'où D:4 y=a-3 ; oelb 
z=2a+l 
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х-20+3 
Nx, y, EDAS у=а-3 еі х? +y +z’ -х+2у-42+3=0 
z-2a-*l 
On remplace x, y et z par leurs valeurs dans l'équation de S, on obtient : 
(-2a +3)" 4(0-3) +(2a+1) -(-2a+3)+2(a-3)-4(2a+1)+3=0 
< 9o? -18a +9=0 <> 9(a? -2a+1)=0 6 (a-1) =0<a=1. 
` Donc D est tangente à S en un point H(1, -2, 3). 


NY, МА.ВМ =k «> (МЇ+ТА).(МЇ+1В)=К 


c MP +IA.IB+MI.(IA+IB)=k or IA --IB 
2 


«МР -k-IA.IB © ME =k+JA2 =k # 








2 2 
1 а а : : . 
Sik ER «0 ouencore k < d alors l'ensemble recherché est le vide. 


2 2 
Si ké -0 ou encore E alors MP =0 SM =I 


donc l'ensemble recherché est (1). 


2 2 
Sik 27: >0 ouencore k > = alors l'ensemble recherché est la sphère de 


2 
centre Ï et de rayon [e А 


b) Mg =2>MA' =4МВ? (МА +2МВ).(МА -2MB)=0 





Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2) > GA+2GB=0 
Soit G' le barycentre de (А,1) et (B,-2) — СА-208-0 
d’où MA--2MB -3MG et MA-2MB--MG' 





par suite 2 €» (3MG).(-MG')=0 <> MG.MG'=0 
<> MG L MG' d’où l'ensemble recherché est la sphère de diamètre [GG] 
N. P le plan médiateur de [AB] passe par I le milieu de [AB] et de vecteur 
-2 


normal АВ|0 | et I(-1, 4, -3)d'oà P: -2x —4z + d = 0 
-4 
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ІєР >2+12+d=0 < d=-14donc P: -2x-4z— 14 = 0 


ou encore P : x +2z + 7 = 0. 
b) Soit H le centre de la sphère S comme A, B, C et D appartiennent à S 
Alors HA = HB = HC = HD = rayon donc He P et НєР et He P" 


avec P'le plan médiateur de [BC] et P"le plan médiateur de [CD] 
B*C o api ecc*p-ra,1,2) 
22 22 
3 0 
ВС -3 let CD| -1 
0 1 
BC normal de P' d'où P' : 3x-3y+d=0 
E ЛЕТИЕ РЕТ Е 
2 2 
Р':х-у+3 = 0 de même Р": -у+2+5 = 0 
х+22+7=0 (1) 
HEPAP'A Р"<4х-у+3=0 (2) 
-у+2+5=0 (3) 
(2) © х=у-3 еі (3) S z=y-5 
On remplace dans (1) > (у ~ 3) + 2у- 10+7=0 & у= 2 
D'où x =-1 et z 2-3 donc H (-1, 2, -3), le rayon est К = НА = 3. 
с) О: х+у+2-1=0 
|-1+2-3-1 : 
d = d(H, Q) = ————— =V/3 <В donc Q est sécant à S. 


43 
le rayon du cercle est JR? -d? -4/9-3--4/6. 


S 1) OG + 2AG 4380 = 0 





x x-6 x 
On pose G(x, y, z) alors OG y |; AG y |; BG y-6 
7 2 7 


x+2(x-6) +3x = 0 x=2 
OG +2AG +3BG =0<<4y+2y+3(y-6)=0<54 y=3 d'où G(2,3,0) 
z+2z+3z=0 z=0 








2) (MO+2MA+3MB).MC=0 
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MC.(MG + GO + 2MG +2GA+3MG + 3GB) = 0 
<> MC. 6MG = 0 car GO + 2GA + 3GB = 0 
€» MC . MG= 0 donc S est la sphère de diamètre [CG] 


MCMG=0& x?+y?+z?- 2x - Зу - 62 =0 <> (x - D (y + (z - у= 


donc 5 est de centre I(1, 25 de rayon ; А 


17 
чана 7 
3) d(I, Р) = — =— = rayon de S donc P est tangent à S. 

432422 








S 1) Soit G le barycentre des points pondérés : (A.1) et (B,2) 
€» GA+2GB=0 <> AG = ЗАВ e BG--BA 





МА? +2MB2 =k <> (MG + GA)? + 2(MG + GB} =k 
<> 3MG2+GA2+2GB2+2MG.(GA+2GB) =k 
0 


e 3MG2+2 AB 2. BA' =k 


2 
со 3MG°= Zap ano 89280. 


Onak>0 


! 4 | 
• Si 3k -2a* < 0 ou encore 0 < k < 2 alors l'ensemble recherché est le 


vide. 
2 
„513 k — 22! = 0 ou encore k = = alors l'ensemble recherché est {G} 


2 
Si 3k — 2a 2 > 0 ou encore k > = 


alors l'ensemble recherché est la sphère de centre G , de rayon 


2) M (х, y, z) ; A(1, -5 , 2) ; B(-2, 1 , 2) 
МА? = (x - 1 + (у+ 5) +( z - 2)*=x?+ y + z? - 2x + 10y - Az +30. 
MB? (x + 2 + (y - 1) + (z - 2) =x + y” + 22 + 4x - 2у- Az +9. 
MA2+2MB2= ke» 3x2+ 3y2+ 322+ бх + бу -12z + 48 = К 


V3k-2a? 
3 
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<> x^ y! z? 42x + 2y - 42 +16 2-08 41) + (y +1)2+ (z - 2)2= Хад 


° Si <-10>0 ou encore k> 30 alors l'ensemble est la sphère de centre 


W(-1, -1, 2) de rayon (5-20. 


° Si < -10=0 ou encore k =30 


Alors l'ensemble est réduit au singleton (W(-1,-1,2)). 
e Si 0 <К < 30 alors l'ensemble recherché est le vide. 


Vi a) АВ = 44! +4 24/32 = 442 =BC=AC 
donc ABC est un triangle équilatéral. 
b) M(x, у, 2) eS — ВМ LCM e x^* y(y - 4) + (z - 4)z = 0 
<> x! +y ez? - 4y- 4z = 0 d'où S:x2+y2+z2- 4y- 4z = 0 
c)I(2,2,0);4+4+0-8-0=0 donc Ï ES 
0 
d) ВС) 4 | vecteur normal de P d’où P : 4y-4z+d=0 
-4 
Ie P &8-0+d=0& 4--8 d'où P:y-z-2=0. 
Š est la sphère de centre H = B * C (donc H(0,2,2)) et de rayon : 
BC 4J2 -242. ва(нр) - 272721. V5 «22405 
2 2 4? 
donc 5 A P est le cercle de centre L le projeté orthogonal de H sur P et de 


rayon VR?-d? 24/82 —46 . 


0 x=0 
HL-a.n;n| 4 | vecteur normal de P d’où y = 40 +2 avec ae IR 
-4 2= 40 +2 


or L eP © (4a + 2) - (- 4а + 2)-2-0 
< 8а-2=0 < a = donc L(0,3,1). 


On conclut que S сэ P = ¿ (140, 3, 1); V6). 
a)x°+y+mx+2{m-1)}y+(m+4)z+1=0 


261 


Droites et plans de l'espace Solutions 


e Gy Dy grm- Genie + Ëy (ти «i-o 





S (x BE (y + т -1)? Эмгэн Bed =512+4 
donc Sm est la sphère du centre Wm e -m +]; E 2 


de rayon R = mia < 








b) W, Cs m+ 15,2572; 
Soit H, -(W, C7; -m +1; 2 23, avec m e IR). 
am 
2 


М(х, y, z) e H, > < y = -m+1; m e IR 
z =. 2.2 
2 


C'est une représentation paramétrique d'une droite D passant par A(0,1,-2) 
2 
2 

De vecteur directeur U| -1 


1 
2 
Donc l'ensemble Hm des points Wm lorsque m varie pour tout m ЄЇК 

c) х^+ y! - mx + 2(m- 1) y - (m* 4)z* 1-0 
<> m(x + 2y + z) + xi + y + z? — 2y + 42 + 1 = 0 est vraie pour tout m e IR 
x+2y+z=0 | 
x^ yt zi-2yt4z* 1=0 
x +2y + z = 0 estl'équation d'un plan R 
x! +y” + 22 -2y +4 z 41-0 e x’ (y -1)°+ (2+ 2? =4. 
C'est l'équation d'une sphére S de centre I (0, 1,-2 ) est de rayon 2. 
Donc il faut chercher R NS : 


Si et seulement si | 


TP e 
40, EN усп 0 donc R ^S est le plus grand cercle de centre | 


I= О(0,1,-2) et de rayon 2. 
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d) M, €S, > х2+ yo + 22+ mx,* 2(m-1)y,* (m +4)z,+1=0 

< m(x, t 2у,+ 2) * xi ys t Zo- 2y,* Az, *1- 0. 
Comme M, n'appartient pas au plan du cercle Ç c'est-à-dire : 
Xo +2уо *zo + 0 d’où l'équation est équivalente а: 
х2--у24-22-2у, 4z +1 


donc il existe qu'une seule sphère passant par Ме. 





X, t 2y;+ Z, 
Ei 
e) d(W,,Q)= =+ Je 32 
Q est tangent à S„ si et seulement si 2-42 -R, 








2 
Ou encore (муз R? © m 4 Um +4. 


& Èm? -2m= 0 < m(Èm-2=0 & m = 0 ou m= 


Donc il existe deux sphère S, et S, tangentes à Q. 


5 
N, Q est le plan médiateur de [AB] alors AB est un vecteur normal de 
Q et passe par I- A* B. 


3-1 2 

= — +3 1+5 3+ 

AB| 5-1 | donc АВ| 4 |; I-A*B alors 2. 22. 22 doa ù 1(2,3,2). 
1-3 25 


AB est un vecteur normal de О alors Q: 2х + 4у -2z* = 0 
І60 © 4+12-4+14=0 а= -12 


donc О: 2х + 4y - 2z -12 = 0 ou encore Q : x +2у - z - 6= 0 
2) a) Pm // О < AB etn sont colinéaires avec n est un vecteur normal de Py: 


m+2 2 
n| -m-1 |; AB| 4 
-m -2 
ES ESCH m 2 m+2 2 -m-1 4 
n et ABsontcolinéaires — = =0 et =0 
| - 4 -m - -m 2 














<> 4(m+2) +2(m+1)= 0 et -2(m+2) +2m =0 et 2m +2 + 4m = 0 


< m= 4 et - 4 = Oimpossible don E, = Ø 
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b) P, 1Q <n LAB 
< 2(m+ 2) +4(-m-1) - 2(-m) = 0 = 0.m=0 d'où E, =R 


3) a) x*+y*+z? - 2x - 2y - 2=0 o x*-2x+y?*-2y+ SE 0 


< (x-1)? -1+(y-1)? -1422-2=0< 6-1 +(у-1) +Z ч 


c'est l'équation d'une sphère de centre I (1,1,0) de rayon É : 


|(m+2)-(m+1)+3m-1| _ Goal 


b) d (LP, = ааа 
4/ аан 2)? +(m1} +m?  V3m* +6m+5 


dp =Â__9m" _ 9 9 Cm*-6m-5) 
3m°+6m+5 2  2(3m°+6m+5) 


-m° -6m -5 = 0 et -1 + 6 -5 = 0 donc m = -1 ou m = -5. 





Sime]-o,-5[U]-1,+00 alors Р, est sécant à S. 
Sime]- 5,-1[ alors Р, et S sont extérieurs. 
Sim--50ü m= -1 alors S et P, sont tangents. 


4)P,:3x-2y-z+2=0 
шинээ 


<— x d'où P, AS est un cercle de centre H de rayon 


418) 7555 


Bee 


* H est le projeté orthogonal de I sur Ру, donc il existe a € IR tel que 
3 Xy 73a +1 


IH-onetHe Р.п -2 | vecteur normal deP, ІН=оп = y, =-2@+1 
-1 Zu =-а 
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Heb e3x,-2y,-z,*2-0.Donc 3(3a +1) -2(-2a +1) +a +2 = 0 < а= È 


5 10 3 


Чой Heo T donc P, 5 = &(H , r). 
1 2 
NY» n| 2| vecteur normal de P ; n'| 0 |vecteur normal de Q. 
0 1 
12 - > T 
1 = —4 x 0 doncn etn' ne sont pas colinéaires, 





par suite P et Q sont sécants d'où Р ^Q = A. 
Jx+2y-2=0 (1) 
` |2x+z-8=0 (2) 


On pose x =o ;alors (1) > y = cu et (2) => z = -20 +8 


Х-0 


D'où une représentation paramétrique de A est4 у = >a +1;ae IR 
z =-20+8 
2) a) x* + y! + z? -2mx - 2y + 20m - 3)z -12 + 1=0 
<> (хәт)? -m? +(y-1)?-1+(z+(2m-3))?-(2m-3)? -12m+1=0 
€» (x - m)? +(y-1)* +(z+(2m-3))? =5m*+9 
c'est l'équation d'une sphère d'oü S, est la sphère de centre 
Im(m, 1, -2m +3) de rayon V5m?*+9. 
b) Soit Du {ln (m,1,-2m +3) avec m e IR j 
x=m 
M(x,y,z)eD, & j y =1 ;meIR 
z = -2m +3 
c’est une représentation paramétrique d’une droite de vecteur directeur : 
1 
Ú 0 | et passe par le point A (0,1,3). 
-2 
3) a) S, de centre 1, (0, 1,3) de rayon 3. 
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d(1,,Q)= 3 = = 45 «3 donc S, et Q sont sécants d’où 55 О = € 





cercle de centre H de rayon r = JR?-d? -4/9-5-2 
H le projeté orthogonal de I, sur Q donc il existe a € IR tel que : 


x,72a 
LH-a.netHeQod4y,21 et 2x44 z,- 8-0. 
z,-oct3 
donc 2(2o) + (a +3) -8 20€» 5a =5 & a =1 
d’où Ç est de centre H (2,1,4). 
b) M(x, у, z) ES nA <> MES, et MEA 


x =ü 
М єА<=» nn 
2= -20 + 8 
et M eS, S œ+ (Zat 1-1 + (-2a + 8 - 3)2= 9 


& 2102.200 +16=0 


A'= 16 d'où а "E oua 23 donc S, ^A = d otn 
3 7 3 33 


8 3 
> L' ЭЭ 3 23 
) G 7 
gs 1) * MA? = (x-1) + (y + 2 + (z -3! =x? + y’ +z - 2x +4y - 6z + 14 
MC’ =x + y Hz +2) =x * y! + Z + 4z + 4. 
МА ?- МС ?=10 < -2x + 4y - 10z +10=10 > -x +2y-5z = 0 
D'où l'ensemble recherché est le plan P d'équation : -x +2y -5z = 0. 
-1 
de vecteur normal п| 2 
-5 
0 -l -1 
* AC p +2 | а00 АС| 2 donc AC=n 
-2 -3 -5 
donc AC est un vecteur normal à P d’où (AC) LP. 
2)x! - y zi-2x + y 422-0 
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€» (x-1)?-1+ (y EE (z +1)?-1= 0 < (x - 1? (y D (z +1)? = 2 


donc S est la sphëre de centre ца de rayon R=2 


“Ы-144 


412-2! +5? vos 2 
d’où SOP est un cercle de centre de rayon r =/R2-d2 = „рэ 


=- +1 


H(x,y,z) est le projeté orthogonal de I sur P donc IH-a n < у = 2а 5 


d(LP)- 


--50-1 
HeP <> zu I ы: € -a+l-4a+1-25a-5=0 


гор duy сы! 


10 107 107 D 
3) GA + GB - 3GC =0 
1 х -2 -x -X 
a) Soit G(x,y, z) єё,СА| -2 -y |;GB| 1 -y ;GC| -y 
3 -z -8 -z -2 -Z 


(1- x) +(-2-x)-3(-x)= 0 
GA+GB-3GC=0 < d (-2- у) + (1- y) -3(- y) = 0 
(3- z) + (-8 - z)-3(-2- z) = 0 
x=let y=letz=-1 d’où G(1,1,-1). 
0 
b) IG 2 est un vecteur normal de Q Фой Q: e ytd=0 
0 


Фє0є»244-0624--2 d'où Q :Zy-2= 0 ou encore Q: y -1=0 


1 0 
4) nl -2 | vecteur normal de P, по! 1 | vecteur normal de Q 
5 0 
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=1= 0 alors n et no sont non colinéaires, donc Pet Q 








-2 


sont sécants ;P ^ Q =A 


Kn х=@ х=@ 
MeA@ 7 < j y=1 d'oü A4 y=1 ; € IR. 
` (x-2y +52 =0 
2 1 1 2 
z-—-—ü 2=-—0+— 
5 5 5 5 


М(х, у, 2) E SNA S MeSet MEA 


х=@ 
МєЛА‹Ф=+у= et M e S donc ау 
1 2 
z = -—0+— 
5 5 


€» 260°- 64a +74 = 0 <> 13a*- 320 + 37= 0 
А' =16*- 13.37 < 0 donc SNA =J 
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Chapitre XII 
Probabilités 





m Vocabulaire : 
Soit OQ=10,..................... „©, } un univers probabilisable obtenu lors 


d'une expérience aléatoire. 

On appelle Représente 
Eventualité 
OU issue 
Evénement А Une partie de О - „O J 1< k <n;A СО 


Evènement | 
Sec ` Un singleton (oj 
élémentaire 





Un élément de Q oie Q;1<i<n 











Evènement formée 
А et B Par les élément qui 
sont dans A et B. 
Evènement formée 
A ou В Par les élément qui sont dans 
A ou B 
Aet B Evénement ne 
Evénements pouvant étre réalisés 
Incompatible en méme temps 
Evénement Evénement formé de tous les 
Contraire de éléments de Q qui ne sont 
A pas dans À 
m Définition : 
Soit О l'univers, P(Q) c'est l'ensemble de tous les parties de О. 











On appelle probabilité toute application P :P (Q) — IR vérifiant : 
Р(О)-1 

VA et B de P(Q) telqueA ^ B = $ 
Evénements Probabilités 


L'univers Q P(Q)=X “(0-1 


d 
P(a)=1-P(A) 
AUB avec Ach B-ó P(A vu В)=Р(А)+р(В) 
AUB ауес AB # ф P(A LB) = P(A) + p(B) - p(An B) 


ona p(A v В)=р(А)+р(В) 
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и Equiprobabilité : 
* On dit qu'on a équiprobabilité si les événements élémentaires ont la méme 
probabilité c'est à dire p(o, )= р(о,) ХЭ, = (9, ) : 


_ card À _ nombre des cas favorables 
cardQ nombre des cas possibles 


* Remarque : A7(0,,0,,0,)alors р(А)=р(о,)+р(о,)+р(о,)=3р(о,). 
m Evénements indépendants: On dit que A et B sont deux événements 
dépendants lorsque p(AnB)=p(A).p(B) 


Réflexes: 


On lance un dé 2 fois où 2 dés 
où on tire successivement 2 
jetons numérotés 

Et on s’intéresse au leur somme 
où au produit 


moins” dans un évènement À 
Dans une question figure le mot | Il faut appliquer 
"ой" p(AUB) = р(А)+р(В)-р(АПВ) 
Toutes les fois que Ја situation est 
équivalente à une des situations de 
référence suivantes : 
° effectuer un tirage dans une urne 
comprenant la mëme proportion de 
boules de chaque couleur. 
* lancer un dé ou une pièce 
« bien équilibré (e) ». 
* choisir un élément « au hasard » 
dans un ensemble. 
* En effectuant la somme des 
probabilités des issues qui réalisent A. 
* Ou dans le cas de la loi équirépartie, 
en appliquant la forme : 
p(A) = nombre des cas favorables 


* p(A) 






Réflexes 
On utilise un tableau à double entrée 


































Comment reconnaître une 
situation d’équiprobabilité ? 




















Comment calculer la probabilité 
d’un évènement А 2 












nombre des cas possibles 
» Ou en utilisant la formule de 
р(А UB) ou p(A) 











270 


Probabilités Enoncés 


ENONCES 


N/ QCM 
Indiquer la bonne réponse par a, b ou c avec justification 
1) On lance un dé équilibré, la probabilité d'obtenir un nombre 


ЕНЕ l l 7 
supérieur ou égal à 3 est : k 5 b 6 2⁄4 
2) A et B sont deux évènements incompatibles 
p(A)=0,15 et p(B)=0,43 alors p (AUB) est égale à : 
[a] 0,0645 [6] 0,58 0,43 


3 e 
3) l'évènement A a pour probabilité ME р(А) est égale 2: 


bl 0,6 Ho: 0.4 


5 1 
4) A, B deux événements de Q tel que BEC : p alors AUB 
a] égal à Q Ы А UB n'est jamais égale à О (| A UB peut être égal à Q 


К - Faux 
Dire si l'affirmation et vraie ou fausse. Justifier votre réponse 
1) On lance deux pièces de monnaie. On peut obtenir 0 fois ой 


1 
1 fois oà 2 fois "Pile" . La probabilité d'avoir "0 fois pile " est 3 


2) A et B sont deux événements incompatibles p(A) = 0,6 alors p(B) € 0,4 
3) un événement a pour probabilité 0,2 
alors l'événement contraire à pour probabilité 0,8 
4) Dans une situation d'équiprobabilité, tous les événements ont la méme 
probabilité 
5) A et B deux événements quelconques alors р(А) + p(B) z p(A U B) 


Un dé est truqué de telle maniére que la probabilité d'obtenir chaque 
numéros de 1 à 6 soit proportionnelle à ce numéro. 
1) Quelle est la probabilité de sortie de chaque face. 
2) On lance une fois le dé, quelle est la probabilité d'obtenir un résultat 
supérieur ou égal à 4. 


On considère une urne dans laquelle se trouvent : 1 boule portant le 
numéros 1 ,2 boules portant le numéros 2 ; 3 boules portant le numéros 3 
et n boules portant le numéros n. 
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1) Combien l' urne contient elle de boules. 

2) On tire au hasard une boule de l'urne, tous les tirages sont supposés 
équiprobables. 
a) On suppose que n est pair. Exprimer en fonction de n la probabilité pour 
que la boule tirée porte : (1) un numéros pair ; (ii) un numéros impair. 

b) Dans cette question, on suppose seulement que le nombre total de 
boules dans l'urne est 21. Quelle est la probabilité pour que la boule 
tirée porte un numéros strictement supérieur à 4 ? 


© On lance deux fois de suite un dé cubique ordinaire (non truqué) de 
façon à former un nombre de deux chiffres : le résultat du premier lancer 
donne le chiffre des dizaines, celui du second lancer celui des unités. 
Calculer la probabilité des événements suivants : 

A : « le nombre obtenu est pair ». 

B : « Le deux chiffres du nombre obtenu sont identiques ». 

C : « Le nombre obtenu est strictement supérieur à 52 ». 

D : »Le nombre obtenu contient au moins un 6 ». 


Un sac contient dix jetons, cinq portant le numéro 1, quatre de numéros 
2 et un le numéros 3. L'expérience consiste à tirer du sac successivement et 
sans remis, trois jetons. Ceux-ci sont alignés de gauche à droite de façon à 
obtenir un nombre de trois chiffres. On suppose que tous les tirages sont 
équiprobables. Quelles sont les probabilités : 
a) d'obtenir un nombre dont les trois chiffres sont deux à deux distincts. 
b) d'obtenir un nombre 111. 
c) d'obtenir le nombre 122. 
d) d'obtenir un nombre dont au moins des chiffres est 1. 


Nie urne contient 12 boules blanches et 8 boules noires. On effectue 
des tirages dans cette urne, chacune des 20 boules ayant la même 
probabilité d'être tirée. 

1) On tire simultanément 5 boules. Quelle est la probabilité d'obtenir : 

a) 3 boules blanches et 2 boules noires. 
b) des boules de couleurs différentes. 

2) On tire successivement 5 boules, la boule tirée étant remise dans l'urne 

après chaque tirage. Quelle est la probabilité d'obtenir : 
a) 3 boules blanches et 2 boules noires dans cet ordre. 
b) 3 boules blanches et 2 boules noires dans un ordre quelconque. 

3) On tire successivement 3 boules en remettant la boule après chaque 
tirage si elle est blanche, en ne le remettant pas si elle est noire. 
Quelle est la probabilité de tirer : 

a) Exactement une boule blanche. 
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b) Au moins une boule blanche. 


С Оп met dans ип sac six jetons de couleur identique au toucher ; deux 
blancs, deux bleus, un rouge et un vert. Déterminer la probabilité d'obtenir 
les trois couleurs : bleu, blanc, rouge dans chacun des cas suivants : 

a) On tire simultanément trois Jetons du sac. 

b) On tire successivement trois jetons du sac en remplaçant le jeton 

dans le sac après chaque tirage. 

c) On tire successivement trois jetons du sac sans remise. 


\ / Pour jouer aux fléchettes, on dispose d'un disque de liége de 20 cm de 
diamétre, sur lequel on a tracé deux cercles concentriques, de rayons 


respectifs 2 et 6 cm définissant ainsi trois zones C,,C, et C, 


un joueur s'appréte à lancer une fléchette. On sait que : 
- Le joueur atteint la cible 3 fois sur 4. 
- La probabilité d'atteindre une zone de la cible est proportionnelle à l'aire 


de cette zone. Quelles sont les probabilités p,, p, et p, de tomber dans les 


zones C,,C, et C, respectivement. 


Non lance une fois un dé numéroté de 1 à 6. Ce dé est pipé de manière à 
ce que la probabilité d'obtenir 2 soit la même que celle d'obtenir 4 et que 
celle d'obtenir 6. La probabilité d'obtenir 1 est le double de celle d'obtenir 6. 
Les probabilités d'obtenir 3 et 5 sont égales chacune aux deux tiers de la 
probabilité d'obtenir 1. 
Quelle est la probabilité de l'évènement E: « obtenir un nombre impair » . 


Un sac contient six boules rouges numérotées de 1 à 6 et trois boules 
blanches numérotées de 4 à 6. On extrait simultanément deux boules 

numérotées a et b. On admet l'équiprobabilité de sortie de tous les paires de 
boules possibles. 

1) Quelle est la probabilité pour que l'on ait a =b. 

2) Quelle est la probabilité pour que les deux boules tirées. 
a) Soient de couleurs différentes. 
b) Soient de même couleur. 
c) Portent des numéros de même parité. 

3) Quelle est la probabilité pour que l'on ait a+b = 0(4) 

4) Quelle est la probabilité d'extraire 2 boules dont une et une seulement 
porte un numéro impair et une seulement rouge. 
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Y On considére un hexagone régulier, on appelle H l'ensemble de ses 
sommets soit H-(A,B,C,D,E,F). 

1) On choisit au hasard trois sommets dans l'ensemble H. 
a) Quelle est la probabilité d'obtenir un triangle équilatéral. 
b) Quelle est la probabilité d'obtenir un triangle isocéle non 
équilatéral. 
c) Quelle est la probabilité d'obtenir un triangle rectangle. 

2) On répéte trois fois l'expérience de la premiére question : 
a) Quelle est la probabilité d'obtenir trois fois un triangle équilatéral. 
b) Quelle est la probabilité d'obtenir exactement une fois un triangle 


équilatéral. 


NY, matériel d'un jeu de triboulet se compose O Ф 
de : - 3 boules : une bleue, une rouge, une verte, O 
notées respectivement B, R, V. 
- une cuvette comportant 3 trous déposés comme sur la figure ci-contre, 
appelés : haut, gauche et droit ; le banquier lance les trois boules. Celle-ci 
s'immobilisent en tombant chacune dans un trou. La configuration dans 
laquelle la boule verte est tombée dans le trou du haut, la bleue dans le trou 
de gauche et la rouge dans le trou droit est notée (V, B, R). 

1) Déterminer le nombre de configurations possibles. 

2) On suppose que toutes les configurations sont équiprobables. Quelle 
est la probabilité de chacune d'elle ? 

3) Quelle est la probabilité de chacun des évènements suivants : 
E, : la boule verte est tombée dans le trou du haut. 
E; : la boule bleue est tombée dans le trou du droit. 

E; : la boule verte est tombée dans le trou du haut et la bleue dans le trou droit. 
E, : la boule bleue n'est pas tombée dans le trou du haut. 


v Soit une urne contenant quatre boules blanches portant les numéros 
1, 2,3 et 4 et trois boules noires portant les numéros 1,2 et 3. 
On extrait au hasard de cette urne successivement et sans remise 2 

boules. Soit alors les événements suivants. 

- A : « les 2 boules sont blanches >. 

- B : < les 2 boules sont de la méme couleur >. 
- C: «les 2 boules portent le méme n? ». 
-D:«les 2 n° sont pairs >. 

- E : « les 2 n? ont même parité >. 

- F: «il ya au plus un n°4 ». 

-G : < la première boule est la noire n?1 >. 
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Calculer leurs probabilités ainsi que celle des événements : 
A,CNG et AUE 


N Une mère a quatre enfants, calculer les probabilités des évènements 
suivants si on suppose que la probabilité qu'un enfant soit une fille et celle 
que ce soit un garçon sont les mêmes : 
- А: < elle n’ a pas de garçon >. 
- B : « elle a au moins un garçon ». 
- C : « elle a au plus deux garçon ». 
- D : « elle a des garçons et des filles ». 
- E : « elle n'a qu'un garçon ». 
- F : « elle a autant de garçon que de filles ». 


v Le jardinier a mélangé trois oignons de tulipes rouges avec trois 


oignons de tulipes jaunes. Il les plante réguliérement en cercle en les prenant 
au hasard. On considére les événements suivants. 

- A: «les fleurs jaunes forment un triangle rectangle >. 

- B : «les fleurs rouges forment un triangle rectangle ». 

- С: «les fleurs jaunes forment un triangle équilatéral >. 

- D : «les fleurs jaunes forment un triangle isocèle >. 

Déterminer les probabilités des événements suivants : A, B, C, D. 


N ose urne contient 6 boules : 3 numérotés1, deux numérotées 2 et une 
numérotées 3. On tire une premiére boule au hasard puis sans remettre cette 
boule on tire une seconde boule au hasard. Le résultat d'un tel tirage est le 
couple (а, b) où a et b sont les nombres respectivement inscrits sur la 177 
boule et la seconde boule. 

1) Calculer la probabilité de chacun résultat possible. 

2) Calculer la probabilité des événements suivants : 

A : < les deux numéros tirés sont égaux (a =b) >. 
B : «le 1” nombre tiré est strictement supérieur au second (a>b) >. 
C: < le 1" nombre est inférieur au second (a < b) >. 


3) On note X la valeur absolue de la différence des deux nombres tirés 
(X=la - bl) 
a) Quel est l'ensemble E des valeurs possibles de X. 
b) Pour tout élément i de E, calculer la probabilité de l'évènement (X= i). 


NIS/ Une urne contient deux boules rouges et n boules noires avec n un 
entier naturel supérieur à 2. Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
1) On tire simultanément deux boules de l'urne. 

a) Déterminer la probabilité des évènements suivants : 
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A : avoir 2 Boules rouges et B : avoir 2 Boules de mêmes couleurs. 


b) Déterminer n pour que p(À => 


2) pour la suite de l'exercice on prend n =4 
Les deux boules rouges sont numérotées : 1,2 
Les 4 boules Noires sont numérotées : 0, 1, 1,2 
On tire successivement et sans remise deux boules de l'urne. 
a) Déterminer la probabilité d'avoir deux boules de mêmes couleurs. 
b) Déterminer la probabilité d'avoir deux boules de même parité 
c) Déterminer la probabilité d'avoir au moins une boules qui porte le 1. 
d) Déterminer la probabilité d'avoir une seule boule noire et une seule 
qui porte le numéro 1. 

3) Un joueur tire successivement et avec remise de 3 Boules de l'urne 
il gagne 10 dinars pour chaque boule qui porte le numéro1,20 dinars 
pour chaque boule qui porte le numéro 2. 
On perd 5 dinars pour chaque boule qui porte le numéro 0. 
a) Déterminer la probabilité de gagner 40 dinars. 
b) Déterminer la probabilité de gagner une somme supérieur ou égale à 40. 


NU vn sac contient n boules (n > 7) parmi lesquelles 5 blanches 


et n-5 noires. 
1) On tire successivement deux boules du sac, sans remettre la première 
boule tirée avant de tiré la deuxième boule. 
a) Calculer la probabilité de chacun des événements : 
E, : Tirer deux boules de méme couleur. 
E2: Tirer une seule boule blanche. 
b) Trouver n pour que p (Ej) < p (E2) 
2) On suppose dans cette question n = 8. 
Les cinq boules blanches sont marquées : -2 ;-2 ;-2; 3; 3. 
Les trois boules noires sont marquées 3 ; 3 ; 3. 
On tire simultanément trois boules du sac, calculer la probabilité de : 
A : Obtenir trois boules portant le même réel. 
B : Obtenir un produit négatif. 
C : Obtenir trois boules de méme couleur ou bien qu'elles portent 
le méme réel. 
3) On suppose n = 50 et la réparation des 50 boules suivant les nombres 
qu'elles portent est donnée par le tableau suivant : 


x; = nombre marqué sur la boule [2[1[][0[ 2 [э 


Déterminer le mode, la moyenne arithmétique, la variance et l'écart- type 
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de la série statistique donnée par ce tableau. 


g Une boite contient 100 rondelles de 16 types différents. Le tableau 


suivant donne leur répartition suivant leur épaisseur et leur diamètre (en mm) 





épaisseur 














1) On tire au hasard une rondelle de la boite. 
Calculer la probabilité d'avoir : 
a) une rondelle d'épaisseur 3mm 
b) une rondelle de diamètre 10 mm. f 
c) une rondelle d'épaisseur 2 mm et de diamètre 12mm. 
d) une rondelle de diamètre supérieur à 1 1mm. 
2) On tire simultanément 2 rondelle de la boite. 
Calculer la probabilité d'avoir : 
a) au moins une rondelles d'épaisseur 1. 
b) au plus une rondelle de diamètre 8mm 
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CORRIGES 





Y ; 1) La réponse est : p(34,5,6]) -i- 2, 
2) p(AUB)=p(A) + р(В) -p(ANB) or ANB = ó 
= р(А)+р(В) = 0,58 d’où la réponse est [b] 


3) La réponse est |c| : p(A)=1- p(A) = 1-2 = 2⁄4 =0,4 
4) La réponse est |c] : on lance un dé normal 


Soit А={1,2,3,4,5} => p(A) = 3⁄4 et B = (l)— p(B)= y 
et A UB={1,3,3,4,5} c Q= (1,2,3,4,5,6,) 


1 1 1 1 
1) fa : p (0 fois le pile)= p(E;,F) = х= =— += 
)fausse : p( pile)» p(F,F) ооа Зз 


2) Vraie : p (A)= 0,6 et p(Q) -1 
AUBCAQ et ANB = $ alors p(A U B) = p(A) + p(B) 
=> p(B) = p(A Y B) - p(A) < 1- p(A)-0,4 

3) Vraie : p (А)= 02 et р(А)=1-р(А)=0,8 


4) fausse : On lance le dé normal 
2 71 3 
р({1,2}) са 6 = 3 et p({12,3}) m 6 E 
5) Vraie : On sait que 
=> p(A UB)=p(A)+p(B)-p(An B) 
=> p(A) + p(B)= p(A U B) + p(An B) 
=> p(A) + p(B) > р(А U B)car p( Am B)z0 


= 


N | - 
UI) | = 


1) Q = {1,2,3,4,5,6}. Notons pi la probabilité de sortie de la face 
numéro i. d'après l'énoncé, p; = 2pi ;ps= Зри ;pa= 4pi ;ps- 5piet pes бр, 
(proportionnalité des probabilités).Comme pi+ pz* ps+ pat Det ps = 1, 
on en déduit : pı+ 2р, + Зр, + Ap + Spit 6pi=1 < 21p, 71 d'où p, => 


Ainsi les probabilités cherchées sont : 
pope EC ыт 
2) Soit A l'événement : < obtenir un résultat supérieur ou égal à 4 > alors 
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A= (4, 5, 6} d’où p (A) =pzt ps* pç C'est a dire p(Ay = 2-4 4 6155 
{ } p (А) =pat Det р; p(A) ET E 


+ 
N/ 1) Le nombre de boules dans l’urne est N= 1+ 2+3+.... + n = чан 
2) On tire une boule de l'urne et оп suppose que tous les tirages sont 
équiprobables. 
a) On suppose que n est paire (n = 2p avec pe IN`) 
Soit N, le nombre de boules portant un numéro pair et № le nombre 
de boules portant un numéro impair on a : 


d- 
N 72446. -2p-2(1243.. 55-221 D =p(p+1) 


donc GE EE 
2X2 4 


п(п+1) n(n2) 2n°+2nn°-2n n° 
О О MM NE 


(i) soit A l'événement : < la boule tirée porte un numéro pair >. 








(852) а: ion т 
On a :card A = N,= 1 or l'univers €) associé à cette expérience est 
l'ensemble de tous les tirages possibles d'une boule de l'urne donc 
n(n+2) 
Ї | +2 
ON Е qo su 4 À 
2 N n(ntl) 2(n+1) 
2 
(1) soit B l’événement : < La boule tirée porte un numéro impair >. 
n? 
n? 2 NS 
N 
Ona: card B = N; =! donc p(p==—=—4 = 2 
4 N n(+l) 2(n+1) 
2 


b) Si le nombre total de boules dans l'urne est 21 alors n = 6, 
donc card Q = 21 
Soit C l'événement : « la boule tirée porte un numéro strictement 


supérieur à 4 ».On a card C = C; + C; -11(5 boules numérotées 5 et 6 


boules numérotées 6). 


cardC 11 
D'où p (C) = = — 
РС) сааО 21 





Q étant l'ensemble de tous les nombres que l'on peut former, alors 
card О =36. Ге dé étant ordinaire (поп truqué), l'expérience satisfait а 
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l'hypothèse d'équiprobabilité. Les résultats possibles sont représentés dans 
le tableau suivant : 





Par lecture du tableau on a : 


Card A = 18 d'où ar et Card B = 6 d'oü p(B) = = 


Card C = 10 d'ou p(C) -1 -Že et Card D = 11 d'où p(D) = 
Ç On a un tirage successif et sans remise de trois jetons parmi 10 donc 
card Q = Aj, =10x9x8=720 
a) Soit A l'événement : < On obtient trois chiffres deux à deux 


distincts ». Pour réaliser A nous devons tirer un jeton portant un 
numéro 1, un jeton portant un numéro 2 et le jeton portant le numéro 3. 


Donc card A= (CIxC\xC! ya! 003 est le nombre de permutation de 


120 1 
L'ensemble des trois jetons. On a: card A= 120, d’où p (A)- —— 720 6 
b) Soit B l'événement : « on obtient le nombre 111 ». 
I 


On а: Card B= C; x C} x C125x 4х 3-60 d'où к уз сы. 
720 12 


c) Soit C, l'événement : < On obtient le nombre 122 >. C'est 
l'ensemble des suites formées d'un jeton portant le numéro 1 et deux jetons 


portant le numéros 2 (c$ xC; possibilités) d’où card C, =C;xC,xC;=60 
60 1 


et par suite p(Cj)2 —— = — 
p p(Ci) 720 E 


d) Soit l'événement : « on obtient un nombre dont au moins un des 
chiffres est 1 ». L'événement contraire de C est C : « on obtient un nombre 
dont aucun des chiffres n'est ! >. 
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C est l'ensemble des suites de trois éléments distincts, de l'ensemble 
des cinq jetons qui ne portent pas le i d 1; 


1 p 11 
dC-Aj-5«4x3-60 d set шї ы 
MS "ip (O) 720 12 0всР(0)-1-12542 


Ч Ona: 8 boules noires et 12 boules blanches. 
1) On tire simultanément 5 boules de l'urne, l'univers (2 associé à cette 
. épreuve est donc l'ensemble de tous les tirages de 5 boules de l’urne 
donc card Q-C5,. 


8) Soit A l'événement : « On tire 3 boules blanches et 2 boules noires ». 


2 3 
Donc card A= C.C}, d'ou p(A) zn 6; сш: 


cardQ Ch 969 
b) Soit B l'événement : < tirer 5 boules de couleurs différentes > donc 
B est l'événement : < tirer 5 boules de même couleur ».On a : 


5 
Сс з ‚ Ainsi р(В) = = де; 714 
С» ` 969 969 969 


2) On tire successivement 5 boules de l'urne en remettant la boule tirée 
aprés chaque tirage. L'univers Q associé à cette épreuve est 
l'ensemble des tirages obtenus donc card Q=20* 


a) Soit C l'événement : < on obtient 3 boules blanches et 2 boules 
noires dans cet ordre ». On a 


card В = C$, + С donc p(B) = 


12°x8° _ 108 


0° 

3125 
b) Soit D l'événement : < on син 3 boules blanches et 2 boules 
noires dans un ordre quelconque >. On a : 


card C «(cL *(c! y donc CH 


! 
card D = => x card C =10x card C d’où p(D)=10 POLE . Oü 5 ! est le 


nombre de permutation de l'ensemble des 5 boules et on a divisé par 2 ! 3 ! * 
car on a 2 boules de même couleur noires et 3 boules de même couleur 
blanche. 
3) a) On tire successivement 3 boules en remettant la boule après chaque 
tirage si elle est blanche, en ne la remettant pas si elle est noire. La 
probabilité d'avoir une boule blanche au premier tirage est : 
Cu Ci. CY 12:::8 
12.607 = x — celle d'avoir une boule blanche au 
С» С» С 20 20 A 19 ` 
1 1 1 
Са x x E Solb .Enfin la probabilité 
C Cs C, 20 19 19 
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1 l 1 
d'avoir une boule blanche au dernier tirage est : ыс: C, “Завь 8 ун 
С» О "o, 20 19 18 
Donc la probabilité d'avoir une boule blanche est : 
12 8 7 8 x12, 7 8 „ 2 „12 


20^ 20 19 20 ` 19 “19 20. 19" 18 
_3 2, 7.2812 17.2 7 2_ 42 , 408 68 14974: 


- $^ 19 5 "19" 19 5 "ua" 3 475 1805 285 27075. 
b) Soit l'événement E : < Avoir au moins un boule blanche >. 


$ 


l'événement contraire E est: < avoir aucune boule blanche > c'est à 
dire avoir les 3 boules tirées noires. 

Ç „Сз ‚Св 

[ pA = 3,1 xL = = qoüp(E)- 1-P(E)= 8. 2 
C. С, C, 20 19 18 285 285 285 


ç a) Les élément de (2 sont les ensemble de 3 jetons pris parmi 6. 


Donc card 0-С2-20. 


Soit A l'événement : « on obtient les trois couleurs bleu, blanc et 
rouge > . Pour réaliser À nous devons choisir un jeton parmi les deux 
blancs ; un jeton parmi les deux bleus et le jeton rouge on a 

cardA 4 1 











donc р(Бу--2- 


b) l'univers О, associé à а est l'ensemble des suites de trois 
éléments (distincts ou non) de l'ensemble des six jetons on a 
card О, =6° = 216.51 B désigne l'évènement : < on obtient les trois couleurs 
bleu, blanc et rouge >, on a card B= (Cixcixci):310à 3! est le nombre de 
4x3! 1 


216 9 
c) l'univers (2, associé à l'épreuve est l'ensemble des suites des trois 


permutations de l'ensemble des trois jetons d'ou p(B)- 





éléments distincts de l'ensemble des six jetons. 
On a card Q, = C,xC1xC, 7120 . Soit 1 ‘événement C : < On obtient les 
trois couleurs bleu, blanc et rouge ». 


1 
On a: card C =(C!xC!xC! )x3!. Donc p(C) -1 ээ 
y Les cercles ont pour rayons respectifs 2 ,6 et 10 cm ; ainsi les zones 
C, , C, et C, ont pour aires : 


282 


Solutions 





Probabilités 


a,=102z - 6*x = 64 x cm’; a,= бп - 22д= 32 x cm? ; 


a,= 22 = 4 xz cm? 
les probabilités pı, p; et ps sont alors proportionnelle à ац, a; et asdonc 


il existe un réel a tel que : Р. Р: эд 
az а, 


donc p,7 аа,= 64r à ; р,= аа,= 32 ла ; р,= аа, = 4л а. Notons 


po la probabilité de manquer Іа cible. 
1 
D'après l’énoncé, p, = 4 (car le joueur atteint la cible 3 fois sur 4 donc 


il manque la cible 1 fois sur 4) Comme po + pi + p2+ ps = 1, on en 


déduit i 64 m ü + 32 ла +4 m a = 1c'est à dire 


2 100 ïm a=1 <> 100 та E d'oà 
4 4 400 x 











Ainsi les probabilités cherchées sont: ` 
беба qu ED. p,-32mx NNUS et p;=4 ï x € 
400л 400 400л 400 400n 400 
: ge „ы, 12 6 3 
Soit aprés simplification: p= — ; р,= — et p,= — 
P p Pi 25 p; 25 et pz 100 


N10/Posons x= р({ 6)) .l'énoncé se traduit de la manière suivante : 


»(()- 2x:»((2)-»((3)-»((9)-x: 
р(13))= (05) ==р(0)=5х 


Га relation p(Q)=1équivaut а:р({1})+р({2})+...+р({6})=1. 
Soit à 2x +3x +2 x х= lou encore x = 1 d'ou x= — 


ERE ces etu ИШ un аш 


| Evénement | 2 E 
Probabilité 
23 23 23 23 23 23 


L'événement E : « obtenir un nombre impair ». 
6 4 4 


= 3 5: }=—+—+— 
рбв)= sf lisa Zeene 
On a un tirage simultané de deux boules parmi 9 donc 
card Q = C; =36. 
1) Soit l'événement A : < obtenir deux boules tel que l'on ait a = b 
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П ya deux boules qui porte le n° 4 et deux autres qui porte le n° 5 et 
deux autres boules qui porte le n?6. 


Donc card A= C2+ С2+ С;= 3d'oà SE 


2) a) Soit l'événement B : < obtenir deux boules de couleurs différents >. 
C'est à dire obtenir une boule rouge parmi les 6 et une boule blanche parmi 


les 3. Donc card B= C;x С\=18 et par suite SE 


b) Soit l'événement C : < obtenir deux boules de même couleur > en 
remarque que C=B ( l'événement contraire de B) et par suite 


ы ЭЭ! 
p(C)=1-p(B) 5 


c) Soit l'événement D : < obtenir deux boules de même parité >. On 
remarque qu'il ya 5 boules paires et 4 boules impaires donc 
card D = C*+ C2-16 d'où p (D) 16.4 
36 9 
3) Soit l'événement E : < obtenir deux boules tels que a+b=0 (4) ». 


a+b=0 (4)&a+b=4o0ua+b=8 ou a+b=12 


.Donc {a,b} є {{1,3} ;{4,4];{2,6};{6,6}; {3,5} 
C| x C] +C} +2СхС,+С;_5 
36 36 
4) Soit l'événement F : « obtenir deux boules, dont une et une seulement 
porte un numéro impaire et une seulement rouge ». 
D'après le tableau suivant ` On a card F: Cj xC! + CI x C; = 9 


d'ou p(E)= 





SP 1) 2 A partir du sommet À nous avons un seul triangle équilatéral : 
CE. = A partir du sommet B nous avons un seul triangle équilatéral : 
BDF. Ce qui fait 2 triangles équilatéraux. 

— A partir du sommet A nous avons un seul triangle CY 

` Pe x x : F C 

Isocéle non équilatéral : ABF ; de même à partir de chaqu 

sommet. Ce qui fait 6 triangles isocéles non équilatéraux. 

— Un triangle rectangle est inscrit dans un demi cercle, 

Il faut donc partir d'un diamétre. 
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A partir de [AD] il ya ABD, ACD, AED, AFD, ce qui en fait 4. 

De même avec les diamètre [CF] et [BE]. 

CE qui fait 4x3=12 triangles rectangles. 

Il y a C2—20 façon de choisir 3 sommets au hasard. Tous les tirages 


sont équiprobables, nous pourrons appliquer la formule du cours. 


1 
а) Га probabilité d'obtenir ип triangle équilatéral est égal 27 22 


10 ` 
b) La probabilité d'obtenir un triangle isocèle non équilatéral est égale 
‚С, 3 
а — = —. 
20 10 


1 
c) La probabilité d'obtenir un triangle rectangle est égale acu 13: 
2) a) les tirages sont indépendants nous pouvons appliquer la formule du 
cours. La probabilité d'obtenir trois fois un triangle équilatéral est égale à 
1 1 1 1 


—— х — хХ-— = =: 

10 10 10 10 

b) Faisons un tableau pour voir les différents cas répondant А la 
question, en notant E ]'événement obtenir un triangle équilatéral et E 
l'événement contraire. 


3°" tirage 





БЭ 








tri 





E 
Ona (в)-4- et celle p(E) ыг 
ти PAE/ 0 


Nous avons dans les trois cas comme probabilité xZ xZ. 


10 
La probabilité d'obtenir exactement une fois un triangle équilatéral est 
4 N 1 9 9 243 
égale à 3x=x =x = š 
10 10 10 10 





1) Le nombre de configuration possible pour que les 3 boules tombent 
dans les 3 trous est le nombre de permutation des 3 boules dans les 3 


trous donc il y a Aj=3!=6 configuration toutes équiprobables. 
2) La probabilité de chacune des configurations est : n А 


3) Soit l'événement E; : < Іа boule verte est tombée dans le trou du 
haut ». Si la boule verte est tombée dans le trou du haut donc elle a Ci 
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possibilité, Il reste 2 trous donc la deuxième boule à C possibilités, il reste 


1 trou donc la derniére boule à E possibilité 
Р 1 
6 Ёс 
=> Soit l'événement Е: < La boule bleue est tombée dans le trou du 


haut >. En appliquant le même raisonnement que précédemment 


Ona: card E,=1x 2 x 1=2 d'ou p(E, Li 


donc card E,= Ci x C; x Cj 1х2х1=2 D'ou p(E, ўа = 


=> Soit l'événement Ез: < La boule verte est tombée dans le trou du 
haut et la bleue dans le trou droit >. Dans ce cas la boules verte à Cj 


possibilité et la boule bleue à aussi C! possibilité (car les deux trou sont 


(fixé), il reste qu'un seul trou dont la 3° boule a aussi C! possibilité 
donc card E,= C|xC|xCj=1 d'ou p(E,)=— 


E, : < La boule bleue n'est pas tombée dans le trou du haut ». 
Ел : «la boule bleue a tombée dans le trou du haut > donc en 


appliquant le même raisonnement on a : 


2e =v 2 2 
Р(Е,)-6 dou Р(Е,)=1-р(Е,)=1-=== 


Ç Soit l'épreuve E : « on tire successivement et sans remise deux boules 
parmi sept boules >.L'univers (2 associé à E est l'ensemble des 
arrangements de deux Eléments d'un ensemble à 7 éléments. 

Donc card О-А2 =7х6 = 42 


e A est l'événement : < les 2 boules sont blanches >. 


Donc card A = A77 4х3=12. D'ou Р(А)-22-2 


e B est l'événement : < les 2 boules sont de la même couleur >. C'est 
à dire < Avoir 2 boules blanches ou 2 noires >. 


Donc card B = card A+ А2=12+3х2=18 d'ou p(B) = D -3 

e C est l'événement : < les 2 boules portent le même n° > c'est à dire 
« Avoir 2 boules portent le n° 1 ou le n° 2 ou le n? 3 >. Or il ya 2 
boules qui portant le n° 1 et 2 boule qui portent le n°2 et 2 boules 50 


Ї 
portent le n°3 donc card C = А +А+А2=2+2+2=6 d'ou p(C) -£ no 
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e D est l'événement : < les 2 n° sont pairs >. 


Or il уа 3 n° pairs donc card D=A?= 3 x 2 = 6 d'ou nn 


e E est l'événement : «les 2 n? ont même parité > c'est à dire < les 
n° 2 sont paire ou sont impairs >. Or il ya 3 n° paires et 4 n° impaires donc 


card E = card D -A2-6 -4x 3 = 18 d'ou p(A) => 


e f est l'événement : < il ya au plus n?4 >. C'est à dire avoir les ns? 1 
2,3 4 donc H= (A, B, C, D, E, F} d'ou p(F)=1. 


e G est l'événement : < la première boule est la noire n° 1 > donc 


card G = A!xA!=1x6=6 d'ou p(G)=2 


= 5 
° p(A)= 1-р(А)-2 
e CAG : < La I? boule est la noire n°1 et la 22" est la blanche n°1 ». 
dont card (C^ G) = A! x A! =1x1=1d'ou p(CnG)=T. 


ep(AUE)=p(A)+p(E)-p(A P E)or ANE : < les deux boules 
sont blanches et de même parité > donc card (A E) =A3+A3=4 (car il 


y à deux boules blanches impaires et deux boules blanches paires) 
3 4 13 


L'univers Q dans notre cas est l'ensemble des applications d'un 
ensemble à 4 élément (4 enfants) dans un ensemble à 2 élément (les 


deux sexes ). Donc card Q - 2* =16. 

e A : < elle ne c'est pas de garçon >. C'est à dire que les quatre enfants 
sont des filles d où card Az1* 21 d'ou р(А) => х 
e B : «elle a au moins un garçon >. En remarque que В=А avec А 
est l'événement contraire de l'événement А d'ou р(В)=1- Hal É 


• C: «elle a au plus deux garçons > c'est à dire elle a 2 garçons et 2 
filles ой 1 garçon et 3filles ой 4 filles donc : 

! 
2!x 2! 
d'ou card C = 1х6+1х4+1=11. 





! 
card C=(12x р) х +(1x É) х z+ card A 
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e 4 ! est le nombre de permutations des 4 enfants et on a divisée par 
2 ! x! ! car on a deux enfants de méme sexe garçons et deux autres de même 


sexe et qui sont des filles. 


! 
e Même explication pour . Donc p(C) = = А 
* D : «elle a des garçons et des filles >. 
e D ` «elle a que des garcon ou que des filles > card D = 2x1* = 2. 
2-1 = 1 7 

D'où р(0)=—=— et donc p(D)=1-p(D)=1-—=— 

GE BEE 
e Е: «elle n'a qu'un garçon > c'est à dire elle a 1 garçon et 3 filles 


! 
donc card E= хрх =1x4=4 Чой sit . 


e Е: «elle a autant de garçons que de filles >. C'est à dire elle a 2 
garçons et deux filles donc 


! 
card F = (12х12)х———=1х6=6 daten? 


4 
2!x2! 





y L'univers Q est l'ensemble des permutations de six oignons donc 
card Q= 6!= 720. Le jardinier les prend au hasard, il ya équiprobabilité il 


ya trois types de dispositions des oignons : 
+ S. 5 d 
1 


` 2 
- - 
ba 2 


\ 
\ 
r Ма Gi Se < 


Type I Type II Type Ш 
- l'événement A : « les fleurs jaunes forment un triangle rectangle »les 
fleurs jaunes forment un triangle rectangle lorsque deux d'entre elles 
sont diamétralement apposées, comme dans la première disposition. Le 
sommet de l'angle droit du triangle à six places possibles, pour une de 
ces places il ya deux triangles (par symétrie). П y a donc 12 réparations des 
places possibles pour cette configuration. Dans chaque cas, on ne peut 
permuter 3 ! = 6 manières les oignons jaunes d'une part, les rouges d'autre 


e B: «les fleures rouges forment un triangle rectangle >. Lorsque les fleurs 
jaunes forment un triangle rectangle, les rouges forment aussi un triangle 
rectangle donc card A= card B et par suite р(В)=р(А)=0,6. 
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* C : «les fleurs jaunes forment un triangle équilatéral < les fleurs jaunes 
forment un triangle équilatéral lorsque la disposition est du deuxième type. Il 
ya deux triangles possibles. Pour chacun des triangles, on peut permuter de 

3 ! =6 maniére les oignons jaune d'une part, les rouges d'autre part 


72. 1 
d'ou card C= 2х6х6=72. р = шоог 
j oncp(C)= 720 10 


e D : < les fleurs jaunes forment un triangles isocèle >. Les fleurs jaunes 
forment un triangle isocèle lorsque la déposition est du deuxième ou du 
troisième type. Pour le troisième type, il y a six triangles possibles, 
déterminés par la place du sommet de l'angle obtus. Pour chacun des 
triangles, on peut permuter de 3 ! = 6 manières les oignons jaunes d'une part, 
les rouges d'autre part 


donc card D = (2+6) x6x 6 = 288 d'ou p(D)- 255 -4 == 


720 10 5° 
On peut remarquer aussi que l'événement D est égal à l'événement 


contraire À. 


Wy * On tire deux boules de l’urne successivement et sans remise, donc 
l'univers €2 est l'ensemble des arrangements de deux éléments d'un 


ensemble a 6 éléments, d'ou card Q= А? 26x5-30. 
1) les résultats des tirages possibles sont : 


(1,1) ; (1,2) ; (1,3) ; (2,1) ; (2,2) ; (2,3) ; (3,1) ; 82) : 


unt == трд ее = $ =1 

nat = SS - 2 - ip(e - E 

p[(2.2)) = Zë = =L [03 АРА = 2 =L 
(оле АЫ = =b eist: A0 - 2 = 1 


2) Soit A l'événement : « les deux nombres tirés sont égaux (a = b) » 
ona: A={(1,1);(2,2)} . 
Кы ЖО, 


Donc р(д)=р{(1,1)}+р{(2,2)} = 2 "au 30 15 


* Soit B l'événement : < la 1'* nombre tiré est strictement supérieur 
au second(a»b) ».On a : 


B={(2,1);(3,1):(3,2)}; done p(B)=p{(2,1)}+p{(3,1)}+{(3,2)} 
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В) =L4 2421. 
p EE 


* Soit C l'événement : < la 157 nombre tiré est inférieur au second 


11 19 
a<b) »Ona: C-B donc =1- =] L = 


3) On note X la valeur absolue de la différences des deux nombres tirés 
c'est à dire X= |a-b|. 
a) L'ensemble des valeurs Da de X est E-(0,1,2]. 


* pG-0)-p((1.))] Tp (2, RTE f= 
e? 16 
“р(х-д-р(12) р 2) +p [(2.3))+p1(32)) “зс +35 + 307307 30 
* p(x=2)=P((1,3)) +p((3,1)) =Z +2 =L 


Ç 1) urne contient : n boules noires et deux boules rouges. 
C 1 2 
`Œ. RO (п+2)(п+1) 
210! ` 
B : avoir deux boules de mêmes couleurs. C'est à dire 2 rouges ou 2noires 


с? +С? 214223) 
p(B)-— С? = 


_ 2+0?-п 
" 21m2) 2 (n2) m*1) (п+2)(п+1) 
1 2 1 
b == =— © 30 = (п + 2)(п + 1 
) p(A) 2 GH T (n * 2)(n * 1) 
€» п2+ Зп 28-0 ,A 2-944x28-121 


-3+ 
n'= 222-4 et n'= ZN dou n= 4 





n+2 





2) L'urne contient : 4 Noires et 2 Rouges soit No Ni N; № et R R; 
A+A 13 
A? 30 
b) F : avoir deux boules de même parité, ou encore 2 pairs ou 2 
A+A; 12 2 
А2 30 5 
с) Н: avoir au moins une boule qui porte le n?1 


a) E : avoir 2 boules de mêmes couleurs р(в)= 





impairs p(F)= 


H : aucune des boules ne porte n°1. 
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6 24 4 


p(H ) nei грн) 1-е 


d) К: avoir r 1 boule noire et 1 seule boule qui porte n°1 
C'est a dire N, R> ou N; К, (1: n'est pas1) 


@= ASAQSQTALASX2 _ 8 _ 4 
р А? 30 15 


3) On tire 3 boules successivement et avec remise 
pour une boule qui porte 1 on gagne 10 d 
pour une boule qui porte 2 on gagne 20d 
pour une boule qui porte 0 on perd 5d 
a) L : le joueur gagne 404 (10 ;,10,20) ou (20,10,10) ou (10,20,10) 
(L)= 3? x2! x 3_1 
р 6 4 
b) Ï : le joueur gagne une somme supérieur ou égale à 40. 
(10, 10,20) ou (20, 10,10) ou (10, 20,10) ou (20 ,20 ,10) 
ou (10,20,20) ou (20,10,20) ou (20,20,20) 
32 x2x3+2*x3' x3+2 98 49 


ADEST n 7016 de 


Ç 1) a) L'urne contient : 5 blanches et n-5 noires 


_А;+А?, 20+(n-5)m-6) n2-lln +50 


»(E)- A! n(n-l)  nn-1) 
АА, 10-5) 
а А? n(n- 1) 


n^-]1n +50 10n- 50 
b E ENS — . VU ° 
) gd S 2) n(n - 1) n(n - 1) : 


& п?-11п + 50<10n- 50 <> n*- 21 n +100 < 0 
7.29 13.75 


>1 









x^-21x + 100 


=> Les entiers dans [7,29 ; 13,75] qui sont supérieur ou égal à 7 sont 
8, 9 jusqu'à 13. 
2) les 5 boules blanches portent : -2,-2,-2, 3,3 
les 3 noires portent :3,3,3. 
nie 11 С, x C$ +С; I 


= et = 
G 5, Р сз 56 
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CC. _ 11 
C 56 
ER Ga 20 
56 56 Œ 56 
3) Le mode est 1 qui correspond à l'effectif le plus grand 15. 


X- 1,04 et V(x) =3 et T, =l, 73 

cmm [imm 
En 2 
2 





D : avoir 3 boules de mêmes couleurs p(D)= 





p(C)* p(Du Alz р(р)+р(А)- PAAD- 










ZE EC 0552-5205) 
== оц ба ET 
= Z d. E ИГ ИЗИ ШОШ 724; 7 
1) a) A événement : avoir une rondelle d'épaisseur 3 mm 

on lit le total de la colonne qui correspondent à 3 mm d'épaisseur 


28 
alors p(A) = 100: 28 
р(А) = 100 


ON 
© 





— 





сл 
Un | UW 





b) B événement : avoir une rondelle de diamètre Ko mm p(B) = Tu 0,3 


c) C événement : avoir une rondelle de épaisseur 2 mm et de diamétre 
12 mm on lit le nombre situé à ir Rd de la colonne 2 mm 


et la ligne de 12 mm alors p( C) ech 15 


d) D : avoir une rondelle de diamètre supérieur à 11 mm on additionne les 


totaux des lignes qui correspond à 12 mm et 15 mm alors p(p)= 2 


100 2 
2) a) il ya 23 piéces d'épaisseur 1 
E : avoir au moins une rondelles d'épaisseur 1. 
E : ыш des rondelles n'est d'épaisseur]. 
_ 3741 _ 1247 „ 


403 
= Сы — =— Е)= 1 - = 
р(Е) = 050 16506. F^ 1-P(B) "15 


b) F: au 2 une rondelle de diamètre 8 mm c'est à dire 0 ou une 
Сь+С»Сь 4760 476 
Cis 4950 495 





p(E)= 
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Chapitre XIII 
Statistiques 


I) Statistiques à une variable quantitative : 
N: effectif total, N =n; + m +... + np. 


* Variable continue : 


Effectifs n; ВЭ M | 


Fréquence f; 


Centre de classe [aya 3 al est x, = 





° Variable discontinue ой discrète : 


Effectif r П; 


* La Fréquence en pourcentage est тра00 


Paramëtres de position : 


. < _ X TX,TX,T...TX 
= Moyenne simple: X= түш EE INA 


= Moyenne pondérés: Moyenne de la série (x, , n,) 


= NX, Tn,.X.,+..+n..x 1 < k 
X=——— 22 kk = > Хуй et N=> n, 
k NG > 


Paramètres de dispersion : 
m Variance: 





* Variance de la série х: V =x -x LS (a -x)? 


N j= 1 
* Variance de la série (x ; , nj) : V Ys х? -x Géi (х, x} 
j=] М 


= Ecart - type: Dans tous les cas опа: 6,=4/V, . 
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Remarque : 
- Une série ayant un faible écart-type est une série dont les valeurs sont peu 


dispersées. 

- Une série ayant un écart-type important est une série dont les valeurs sont 
très dispersées. 
m Diagramme en boite : 
Les deux quartiles Q, , Q; et la médiane Me d'une série statistique associés 
aux valeur extrémes( minimum et maximum) permettent d'appréhender 
certaines caractéristiques de la répartition des données. On les représente 
souvent par un diagramme en boite. 
Exemple : 
Voici la liste des températures relevées sous abri à différents moments d'une 
journée, rangées par ordre croissant et exprimées en degrés Celsius. 
3- 3,8 - 4,5 — 5- 5,5 -5,7 — 5,8- 6,2- 7- 7, 3- 8,2 -9-9,2 — 9,5 ~ 9,7 
Voici le diagramme en boite de cette série . 


Min = 3 0,448 Ме=6 Оз = 8,2 Мах = 9,7 


uec c — 


3 4 5 6 7 8 9 10 
Ce diagramme est souvent employé pour comparer la répartition de deux séries. 


m L'écart interquartile : 

L'écart interquartile relatif d'une série statistique à une variable quantitative 
est égale au quotient de l'écart interquartile par la médiane de la série. C'est un 
nombre sans unité qui peut étre exprimé en pourcentage. 

On utilise l'écart interquartile relatif lorsqu'on veut comparer les dispersions 
autour de la médiane de deux séries statistiques dont les valeurs respectives 
ont des ordres de grandeur différents. Plus L'écart interquartile relatif est 
faible plus la dispersion autour de la médiane est faible. 


Soit une série statistique de valeurs (x; Au ) de moyenne x et l'écart 
type o .Soit a, b deux réels et Y la série statistique de valeur 


(axi b, ax; + b, ..... , axy + b) . On désigne par Yeto'la moyenne et 


l’écart type de y alors Ү-ах +bavec ois ale 
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X une série statistique de moyenne X d'écart type с. 
On dit que X est une distribution normale ou gaussienne lorsque le 
polygone des effectifs est tel que environ 


• 68 % des effectifs sont situés dans [x -O, X + с] 








* 95 % des effectifs sont situés dans [х -20 , x 420] 






» 99 % des effectifs sont situés dans [x 3с, х +3 GC] 
Dans ce cas, le polygone des effectifs à la forme d'une cloche symétrique 
par rapport à la moyenne. 








2230 DEN : А ^ — 
Le réel 5 est dit l'écart type relatif de X il peut être exprimé en 





pourcentage 
m Statistiques à deux variables : 
* Etude de deux caractères sur une même population 1” type de 
tableau à double entré 





















Les x; et les y; peuvent être remplacés par des classes pour une variable 
continue. 






* Nuage des points : Dans un repère orthogonal (О, 1, )) on place les x; 
sur l'axe de abscisses et y; sur l'axe des ordonnées on place les points 
de coordonnées (x; , yj) l'ensemble des points représenté s'appelle nuage de 
points. 








* Le point G(X, Y) s'appelle le point moyen. 






Comment Calculer X et Y ? (La notation pu ` 1 correspond 1% ligne et 2 2°"° 






colonne) 
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ВЕЕ 
и [m 
— ms 
x — жак: 


Distribution N 
marginale de X | 
N, =n, +0, +n; +... +n (on fait la somme des effectifs) 
N : le nombre total de l'effectif. 
р q 
> х, N; > y; N 
X=!" et Y=., 
N N 


* Si on a des classes on utilise leur centre. 
° On peut réaliser le même tableau avec les fréquences 


2p 


2986 type de tableau d'un série à deux caractère : 
БЕТЕ 1 22 T 361 
GE EE P ЕТ 


* Le nuage de points : l ensemble des points M;(x;, yi) placer dans un 
repère orthogonal. 


n. 
Exemple : Ё, = Â. 
N 


P 
Ух 


* Le point moyen G(X, Y) avec X= ET 


m Droite d'ajustement affine: 

On note Р, le nuage de points de la 1** moitié de la série (x, y) et P; le nuage 
de la 2°” moitié de la série. (On divise le tableau statistique en 2 parties 
quelconques). 

- G, le point moyen de Р, et G; le point moyen de Р, 

La droite (Gi, G; ) est appelée la droite de Mayer ou bien la droite d'ajustement 
affine du nuage de points représentant la série double (х,у) et elle passe par le 
point moyen G. 
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Réflexes : 


Comment déterminer la médiane 
Me d'une série statistique ? 


Comment déterminer les quartiles 
d'une série statistique ? 


Comment construire un diagramme 
en boite ? 


Comment résumer une série 
statistique ? 


Comment retrouver la droite 
d'ajustement linéaire ? 
(droite de Mayer) 


Comment estimer la valeur de la 
variable de la variable y pour une 
valeur X; donnée de X, lors de 
l'ajustement linéaire de y en X ? 


Résumé de cours 


Réflexes 





1) On ordonne les données dans 
l'ordre croisant : X, < x, X... € x, 


2) Si n = 2q + 1 alors Me = xq, et si n 


= 2q alors Me => (х5) 


1) Оп ordonne les données dans 
l'ordre croissant : x, <x, <...< x, 
2) О = xi oà i est le plus petit 


3.2 2 ^ n Mt 
supérieur ou égal à qe X; Où j est 


le plus petit entier supérieur ou égal à 
3n 

e 
]) On détermine le minimum , le 
maximum, la médiane Me et les 
quartiles О, et О» de la série. 
2) On construit la boite le long d'une 
graduation comme ci -dessous. 


Par une mesure de tendance centrale 
associée à une mesure de dispersion : 
(moyenne ; écart-type) ou (médiane ; 
écart interquartile). 

On divise le tableau en deus parties, 


on calcul xi et y, de la premiëre 


partie. Puis xz et y, celle de la 2°" 


partie. G (x, , y) et G,(x, , y;) 


alors la droite de Mayer est (G, G2) 
puis on écrit son équation y = ax + b 


Une estimation de la valeur y est 
y o= ах, +b 
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ENONCES 


QCM 
Indiquer la réponse exacte par a,b oà c 


1) On considére la série statistique | 
4 30 
400 | 200 | 300 | 100 


La variance de cette série est : 


[a] 65,12 [b| 5741  |e] 5747 


` DES. 


2) On considére la série statistique: 
x 2 
5 
Les coordonnées du point moyen G est de cette série est : 
[a] (7,5 ; 17,5) ñ (17,5 ; 7,5) (8,75 ; 3,75) 
Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse: 
1) La variance et l'écart type dans une série statistique sont toujours 


positifs. 
2) Si f; est la fréquence de la valeur x; alors la variance V est égale à 


p = 
DE x. -QU'. 


— 
© 


Dans une classe de 3°" économie de 33 élèves, les notes du dernier 
contrôle de mathématiques sont donnée dans le tableau suivant : 

[x (21416 (8(10111|12|13115 [16] 

1) Calculer la moyenne et l'écart type de cette série. 

2) Pour augmenter la moyenne de la classe le professeur décide 
d'augmenter toutes les notes d'un point. 

Calculer la moyenne et l'écart type de cette nouvelle série. 

3) Pour augmenter la moyenne dela classe le professeur décide 
d'augmenter toutes les notes de 10% (on admet de pouvoir noter au 
10°" de point). 

Calculer la moyenne et l'écart type de cette nouvelle série. 
4) Compare les deux résultas. Quelle augmentation préférez vous ? 





Au service de livraison d’une sociétés. On note le nombre de Km parcours 
pour chaque livraison on obtient le tableau suivant au cours d’une semaine. 
Où х, représente la longueur du parcourt en km et n; le nombre de livraison. 

1 
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1) Calculer la moyenne et Г écart type . 
2) Déterminer la médiane, le premier et le 277 quartile . 


\/ Dans une entreprise, оп fait une étude sur les nombres du personnel 
ayant contracté un prêt pour l'achat de leur résidence principale. l'étude porte 
sur le nombre de pièces suivants la catégorie socio - professionnelle. On 
obtient le tableau suivant : 
Nombre 
de pièces 





Catégorie 

Socio - professionnelle 

Ouvriers 

Techniciens 

Cadres 

1) Réaliser un tableau donnant les fréquences marginales. 

2) Quel est le pourcentage de personnes ayant obtenu un prêt pour 
résidence principale de 3 piëces ? 

3) Quels est le pourcentage de cadre ayant obtenu un prét ? 

















N/ On considère le série statistique à double caractères x et y donnée par 


le = si dessous : 
[12, 18[ [18, 24[ [24, 48| 
0 


On désigne par y; le centre des classes c;. 
1) Représenter le nuage des points. 
2) Calculer la valeur moyenne de x et y. 
3) Placer le point moyen G. 

















N/ Le tableau ci-dessous donne pour 22 pays de l'Union Européenne. 
* Leur PIB en dollars par habitant pour l'année 2003 ; 
* Leur taux d'équipement des ménages en accés à Internet en 2004. 
(Source : EUROSTAT) 
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en % en % 

è 12 
Luxembourg 
è 

26 
i 
i 


Rép. Tchèque | 13300 $700 | 12 | 
Danemark 33 000 | Luxembourg | 

23 134 
11 853 

10560 | 26 | 
23 710 
20 220 
12 700 26 372 





7 700 Royaume-Uni | 23942 


a) Représenter cette série à deux variables par un nuage de points. 

b) Déterminer le point moyen G du nuage en arrondissant l'abscisse à la 
centaine, et placer G sur le graphique. 

c) Utiliser ce nuage de points pour caractériser la liaison entre PIB 
et taux d'équipement internet pour ces 22 pays. 


Dans le tableau ci-après, i désigne le numéro de l'observation, X ; 
désigne le taux d'alphabétisation des femmes (%) et Y ; le taux de mortalité 


ане as, 
















E EI 8 

= Ф с о o A 

£ < 8 мэ 8 © 8 г- 8 oo 5, е Sh 

= = £e 53 

S L о о o m E 

z > = 
| 878 | 100 | 616 | 





1) Construire le nuage de points associés à cette série statistique double. 


On prendra 1 cm pour 10% et 1 cm pour 1 pA en ordonnées. 
2) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de la série 
(X,,Y;) avec 1<i<9 plus celui de la série (X,, Y;) avec 1<1<8. 
Pour laquelle des séries un ajustement affine est — il le plus approprié ? 
Justifier la réponse. 
* Dans la suite on élimine les données concernant Madagascar, considérant 
la série (Х,,Ү,) avec 1<1<8 
3) déterminer une équation de la droite d'ajustement linéaire de Y en X. 
(les résultats à 10? près). 
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CORRIGES 


Ч 1) La réponse est [b|car v zna vm =57.41. 


2) La réponse est E car X=17,5 et Ts 


Ÿ/ 1) Vraie: о-4/У ouac'et V sont toujours positifs. 


E 


2) Faux: V =>! -(X)? =y 12-00) 





x DX m EI 


it^ 


y. 1) àl'aide de la calculatrice on trouve X-9, 88 et 0—3,88. 
2) Si on augmente toutes les notes de 1 point ona: 
раа ра ор оола | 14:Г16:1177 
F 4 ECG 72:13 з EC 


à l'aide de Ја calculatrice оп trouve X=10,88 et 03,88 


on remarque que lorsque on augmente 1 point la moyenne augmente aussi 
1 point mais l'écart type reste le méme. 
3) Si on augmente de 1096 les notes on obtient : 















On trouve X 210,87 et с=4,27 


La moyenne et l'écart type on été multiplié par 1,1. 

4) On voit que pour les notes inférieurs à 10 la premiére augmentation 
est plus intéressante, alors que les notes supérieurs à 10 c'est la 
deuxiéme. Pour les copies ayant obtenu 10, les deux méthodes conduisent 
au méme résultat. 
Alors que pour la moyenne de la classe, on obtient le même résultat 
dans les deux cas. 





у SE tous les è calculs dans un tableau : 


тэ ' 2 
|104 | 2 | 6 |121 4 1 2 | 
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500 
| 22 | 

















1210 
390 














La moyenne x= 2532 _ 5,52 
292 
80824 


La variance Ve 05257 =35,92 et о-4/У =5,99 
2) Résumons le calcul dans un tableau : 


2 | 12 | 29 | 50 | 75 | 94 | 99 
























Lorsque une série statistique est Í m / 
regroupée par classe il est d'usage de | 
travaille avec les fréquences f; ou 


KS plutôt qu'avec les effectifs. 











p NET | 

— i 
Л i i 
zs БИН” Y Í i i 
* La médiane: 50% des livraisons fee E TIE E 
M Eeer Lili" 
ont un parcours d’où plus de 16 km | ҮЛ dm A 
donc M. =16. ` | аар T 
• Оз = 20, 75% des livraison ont | 42401 2 
un par cours de 20km . Е 
Me dot i ug 

3, 26 








* Pour Q = 11. 


Nombre 
De piëce 
Catégorie 
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2) Pour 3 piëces la fréquence marginale est 0,328 soit 32,8%. 
\ Pour les cadres la fréquence marginale est 0,374 soit 37,4%. 








нэ (0, 24 ger 28 [18,24( | [24, AHL 
21 | 36 | 

















E inii ENEE AAA 


o^ | ao eno ou ARI ЛО ND DODANU EE E Ze PEN 














Bebe 


bg 


à l'aide de la calculatrice 


SECHER 
| 811317 | 10 | 10 | 
5 4 
>x, n; У Уул) 


x= =-1,6 et Y=!  =18,825 
40 40 





3) G(X,Y) donc G(-1,6 18,825) 


75 
» 
* 
во е е 
. 
» 
* 
D 
4 е 
» 
е е 
зо $ 
we e 
- 
» 

D 

18 D БА 
- 





Бн 


5 000 19 000 15 000 20 090 25 000 30000 35 000 40 000 45 000 50000 
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b) La moyenne des PIB est d'environ 18 300$ (en effet, 
403139 
2 





= 18 324,5), et la moyenne des taux d'équipement est 38% 


(en effet, = = 38). On considëre donc que le point G a pour 


coordonnées (18 300 ; 38). 
c) La forme du nuage laisse penser que la fonction f qui modéliser la 
liaison entre les deux variables est croissante, c'est-à-dire que le taux 


d'équipement Internet a tendance à augmenter en même temps que la 
richesse du pays. Cependant cette ne semble pas très forté. 
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Exercices corrigés 


pour s'entrainer toute l'année 


сэ Y cos S 


Jg d> 9 (y Los 





Proposent pour chacune des notions 
fondamentales du programme: 


> Des rappels de cours 

> Des exercices progressifs et classés par 
thèmes couvrant la totalité du programme 

> Tous les corrigés des exercices et des 


Glabaaall JS Aplao) 2> 22 Ас gamall oi 
(Аза pro) Alu 


онч gel 355 pog МА LL els < 

oll US pes oma uur Ааа AS улла cu ill < 
айыл e уа aal Sa ier ла Au) А45! уе уззуз < 
“Уу Wais Le Mal ola J JL. s a ll, JD Mil < 


problèmes détaillés et commentés. 
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